Stima uniforme per le forme quadratiche definite

Dimostriamo il teorema 3.21 a p.164 del libro di testo senza far uso delle proprieta degli
autovalori.

Teorema 3.21. Sia q(h) = h' M h una f.q. in R". Se q ¢ definita positiva, allora esiste una costante
c > 0 tale che

q(h) > c|b|* Vh e R".
Se q ¢ definita negativa, allora esiste una costante ¢’ > 0 tale che

q(h) < —=c'|h|* VheR™

Dimeostrazione. Consideriamo
q(h) =) mijhih;.
ig=1

Poiché ¢ ¢ una funzione continua, essa ammette massimo e minimo sull'insieme chiuso e limitato
Y ={heR":|h| =1}
dunque esistono hy, he € X tali che
c1 = q(h1) < q(h) < q(he) = c2 Yh € X.

Supponiamo che ¢ sia definita positiva. Allora g(h) >0 per ogni h # 0, in particolare

¢1 = q(hy) > 0 perché hy # 0 in quanto |h;| = 1. Dunque
q(h) > ¢; >0Vh € X

Sia ora h € R" qualsiasi, h # 0. Allora

percio

i)
gl — ) >2c1 >0
(i

e poiché ¢ & una funzione omogenea di grado 2,

h > 1
¢l = ) =——=qh) >c1 >0
<|@| ) !

ossia

q(h) > c1|h|* ¥ h € R" con b # 0,

e ovviamente anche per h = 0. Questo dimostra la prima parte. La seconda ¢ analoga: se ¢ ¢ definita

1



negativa, allora g(h) < 0 per ogni h # 0, in particolare co = g(h2) < 0 perché hy # 0 in quanto
|ho| = 1. Dunque
q(h) <y <O0VheX
e per I'omogeneita si ricava ancora
g(h) < es|h[* VheR",

che e latesi con ¢ = —cy. O



