Calcolo differenziale per funzioni f: R” — R (derivate prime)
Schema delle relazioni che valgono e non valgono tra le varie
proprieta di regolarita di una funzione

Sia f: A CR™ — R, A aperto. Allora:

e f differenziabile in zyp € A = f continua e derivabile in 2y (Proposizione
3.2)

e f derivabile in un intorno di zy € A e le derivate parziali sono continue in
zo = f differenziabile in zo (Teorema 3.8, (7))

o fe (' (A) = f differenziabile in ogni punto di A. (Teorema 3.8, (ii))

e f differenziabile in 9 € A = f possiede tutte le derivate direzionali in
Zo, che si possono calcolare mediante la formula del gradiente (Teorema
3.9).

Invece:

e f derivabile# f continua, contresempio:

_ [ & (@y) #(0,0)
f(xay)_{ 0 * (m,y):

Infatti esistono % (0,0) = % (0,0) = 0 (la funzione ¢ identicamente nulla
sugli assi) ma f & discontinua nell’origine (f & omogenea di grado 0 e non
costante).

e f continua e derivabile, dotata di tutte le derivate direzionali f differen-
ziabile, contresempio:

f(x,y):{ ez (2,y) #(0,0)

0 (z,y) = (0,0)
Infatti f ¢ continua in (0,0) perché omogenea di grado 1 e continua fuori
dall’origine; esistono %(0,0) = %(0,0) = 0 (la funzione @& identica-

mente nulla sugli assi) ma f non ¢ differenziabile nell’origine, in quanto il
quoziente

f(@,y) = £(0,00 - 5L (0,002 - 3L (0,0)y  f(a,y)

/22 + 12 Ny
da una funzione omogenea di grado 0, che percio non ha limite per (z,y) —
(0,0), mentre per avere differenziabilita tale limite dovrebbe esistere ed
essere nullo. Le derivate direzionali esistono:

g(t) = f(tcos@, tsinh) = tcos® Osinf
g (t) = cos® fsin 0



percio per ogni v= (cos #,sin ) esiste

D, f(0,0) = cos®#sin 6.

f continua e derivabile, dotata di tutte le derivate direzionaliz-validita
della formula del gradiente. Stesso esempio precedente:

V£(0,0) = (0,0)
D, f(0,0) = cos® fsin 6
V£(0,0)-v=(0,0) - (cosf,sinf) = 0 # cos? §sin 6

per og.ni 0 # k7. La formula del gradiente viene a cadere per quasi tutti i
versori.

f differenziabile in zyp € A % f derivabile in un intorno di zg. (Quindi
la condizione sufficiente per la differenziabilita non & necessaria). Contre-
sempio:
f(@,y) = Vay.

La funzione & continua in R? e positivamente omogenea di grado % > 1,
quindi differenziabile (e derivabile) nell’origine, con % (0,0) = % (0,0) =
0. Perod non esiste g—i (0,y0) per ogni yg # 0, percid in ogni intorno
dell’origine ci sono punti in cui la funzione non & derivabile.

f differenziabile in 2y € A e derivabile in un intorno di zg #la continuita
delle derivate parziali in (0,0). (Quindi la condizione sufficiente per la
differenziabilita non ¢ necessaria). Contresempio:

f(z,y) = (332 + y2) sin < x21+y2> (z,y) # (0,0)
0

La funzione ¢ radiale, f (z,y) =g (m) con
21
_ [ Psint p#o
g9(p) = { 0 i
che é continua fuori dall’origine, e
g(p) — 0 per p — 0,

quindi f ¢ anche continua in (0,0). Inoltre esiste ¢’ (0) = 0, in quanto

4 (0) = Tim (p) — 9(0)

= lim psin — =0,
p—0 p p—0 p

percio f ¢ differenziabile in (0,0), con

V£ (0,0) = (0,0).



Fuori dall’origine f & C', quindi differenziabile, derivabile, continua. Mos-
triamo che le derivate parziali non sono continue nell’origine. Calcoliamo,
fuori dall’origine,

g(w ) = 2z sin _ —l(arz—i— %) cos ! 2
oz Y Vai+y?r) 2 ! VaZ+y? ) (@2 +y2)"

1 T 1
= 2z sin — cos .
( /:r2+y2> (:E2—|—y2)1/2 ( /x2+y2>

Ora, per (x,y) — (0,0) si ha

<2fz] =0,

1
21’ Sin —
/:52 + y2

mentre non esiste

T 1
lim cos
(2.9)=(0.0) (2 4 y2)'/2 (N/gﬂ + y2>

(in polari, si avrebbe

T 1 1
cos =cosf-cos | —
(a2 +y2)"/? <\/x2+y2> (p)

che non ha limite per p — 0 e cos # 0). Pertanto

on esiste li ==
Hon e (w,y)lin(o’o) Ox (=.9).
e % (z,y) & discontinua in (0,0). (Lo stesso vale per % (x,y), per sim-

metria, ma non ¢ importante verificarlo).



