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Rispondere alle seguenti domande:

1. (9 punti) Enunciare e dimostrare le identita di Green. Quindi enun-
ciare e dimostrare (mediante le identita di Green) i risultati di unicita che si
stabiliscono per vari problemi al contorno per I’equazione di Poisson.

2. (8 punti) Si consideri il seguente problema di Cauchy per I'equazione
del calore in tutto lo spazio R":

ug — DAu=0 pert>0,xeR"
u(z,0) =g(x) peraxecR™

Determinare una formula di rappresentazione esplicita per la soluzione, utiliz-
zando il metodo studiato nel corso. Si richiede di presentare in dettaglio il
procedimento risolutivo, fino a determinare la formula esplicita che assegna la
soluzione, senza necessita di precisare le ipotesi sotto le quali vale.

Suggerimento: & utile la formula per la trasformata di Fourier della Gaus-
siana n-dimensionale. Posto

F@©= [ u@e

n

si ha, per a > 0,

F e ) o = (D) e

a

3. (9 punti) Dopo aver richiamato la definizione di forma bilineare su
uno spazio di Hilbert, dire cosa si intende per problema variazionale astratto.
Quindi, nel caso particolare di una forma bilineare simmetrica, dimostrare, sotto
ulteriori opportune ipotesi, il teorema di buona posizione del problema.

Svolgere il seguente esercizio:

4. (7 punti) Risolvere il problema di Cauchy per equazione (non omoge-
nea) della corda vibrante illimitata, riscrivendo la soluzione nella forma il pin
possibile semplificata:

U — Ugy = cOszcost per x €ER, £ >0
u(z,0) =z |z| perz € R
ut (2,0) = 0 per x € R.



Precisare quindi che regolarita ha la soluzione.

Applicando la formula di D’Alembert e la formula per I’equazione non omo-

genea,
T+ct)+g(xz—ct t (1 [rtelt=s)
u(m,t):g( )2g( )—l—/ (20/ fy,s)dy | ds
0 T

—c(t—s)

conc=1,g(x) =xz|z|, f(x,t) = coszcost si ha:

t t —¢ ¢ t z+(t—s)
(o, t) = (x+t)|z+t)+(x—1t) |z |+/ @/ cosydy | ds.
2 0 2 z—(t—s)

/ot <C028 : Lwl(::) cos ydy> ds = /Ot (00255 [sin (2 + (¢ — 5)) —sin (z — (¢ - S))]> ds

poiché sin (a + ) — sin (« — 8) = 2cos asin §

t
/ cosscosxsin (t — s)ds
0

COS T

t
= / [sint — sin (25 — t)] ds
2 Jo

1 t
_ CO2Sx (t sint + [2 cos (2s — t)] 0)

CosT , . 1 .
== (ts1nt+0):§ts1ntcosx.

In definitiva,

t t —t —t 1
u(ar,t):(gsJr e+ |;(I )|z |+§tsintc0sx

11 secondo addendo ¢ infinitamente derivabile, mentre il primo ¢ solo C!, cosi
come la funzione g (z) = z |z|, infatti ¢’ (z) = 2|z| & continua ma non derivabile
a sua volta. Pertanto la soluzione & C* (R2) ma non C? (Rz).
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Rispondere alle seguenti domande:

1. (9 punti) Enunciare con precisione e dimostrare il teorema di risolu-
bilita classica per il problema di Dirichlet per l’equazione di Laplace sulla sfera
Bpg (z9) C R™ mediante la formula integrale di Poisson:

(- Bl — ol RICOI
()_ /(93R(900) dS( )

wn R |z — 2|"

2. (9 punti) Si consideri il problema di Cauchy per I’equazione lineare del
trasporto, non omogenea:

{ Ut + Vg

= f(x,t) perzeRt>0
'LL(LE,O):Q(

x) per z € R

con v costante reale, f e g assegnate.

a. Si definisca il concetto di soluzione classica e soluzione debole dell’equazione
e si dimostri che una soluzione classica del problema ¢ anche soluzione debole.

b. Si dimostri 'esistenza di una soluzione debole nel caso f = 0 e g €
L, (R).

3. (8 punti) Si consideri il problema di Cauchy per lequazione della corda
vibrante illimitata:

Ut — CUgy =0 pert>0,z€R
u(z,0)=g(x) perzeR
ut (z,0) = h(r) perzeR.

La soluzione del problema & assegnata, formalmente, dalla formula:

g(x+ct)+g(z—ct) N 1 /”d

t) = — h(y) dy. 1
u(z,t) 5 5 ) (y) dy (1)

a. Dimostrare sotto quali ipotesi su g e h la u assegnata da (1) & una
soluzione classica del problema.

b. Dimostrare una stima di stabilita per la soluzione del problema.



Svolgere il seguente esercizio:

4. (7 punti) Risolvere il problema di Cauchy-Dirichlet per ’equazione del
calore sulla sbarra finita, dopo aver previsto in base alla teoria in che senso sara
assunto il dato iniziale:

U — Mgy =0 per z € (0,3),t >0
w(0,t) =u(3,t) =0 pert >0
u(x,0) = (z — 3)sinz.

Si raccomanda di scrivere la soluzione nella forma il piu possibile semplifi-
cata.

Poiché il dato iniziale f (z) = (z — 3)sinz & continuo, regolare e rispetta
la condizione di raccordo f (0) = f(3) = 0, il dato iniziale sara assunto come

limite uniforme, oltre che L.
La soluzione é data da:

i _ n2x2D¢ . nmTx
u(z,t) = Z e” 17 b,sin (T)

2 (* 2 [?

bn:Z/O (x—3)sinxsin(%)dx:§/o (x—3)sinmsin(?)dx
1
3




_ 1 [cos(mr—?))—l B cos(n7r+3)—11

SLo(F-1) (5 +1)
_cos(mr—i—?))—ll 1 B 1
s (g -1" (g’
cos (nm+3) —1 dnn _ 4nm[cos (nm +3) — 1]

T (epre) e(epr-)

= 3)—1
(@, 1) ?WZ [cos (n + 3) }67”2”2'58111 (@)

()7 1)’ 3
— 36 Z n [cos 3 cos (nm) — 1]6_"2”2tsin (%)

(n?m? — 9)2
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Rispondere alle seguenti domande:
1. (8 punti) Si consideri il seguente problema di Cauchy-Dirichlet per
I’equazione del calore su una sbarra:

Ut — Dugy =0 pert >0,z € (0,L)
u(0,t) =u(L,t) =0 pert>0
u(z,0) = f(x) perz € (0,L).

Determinare una formula di rappresentazione esplicita per la soluzione, utiliz-
zando il metodo studiato nel corso. Si richiede di presentare in dettaglio il
procedimento risolutivo, fino a determinare la formula esplicita che assegna la
soluzione, senza necessita di precisare le ipotesi sotto le quali vale.

2. (9 punti) Scrivere il problema agli autovalori per il laplaciano su un
dominio limitato e lipschitziano €2 di R™, con condizione di Dirichlet nulla al
bordo, e dimostrare le proprieta studiate che riguardano il segno degli auto-
valori e 'ortogonalita delle autofunzioni. Spiegare poi come interviene questo
problema agli autovalori nella risoluzione di altri problemi per I’equazione del
calore o delle onde.

3. (9 punti) Dopo aver richiamato la definizione dello spazio H! (),
definire lo spazio H{ (Q). Enunciare e dimostrare la formula di integrazione
per parti tra una funzione H' () e una H} (). Quindi enunciare e dimostrare

la disuguaglianza di Poincaré e la sua conseguenza riguardo alla norma nello
spazio H} (Q).

Svolgere il seguente esercizio:

4. (7 punti) Risolvere il problema di Cauchy per I'equazione della corda
vibrante illimitata, riscrivendo la soluzione nella forma il pit possibile sempli-
ficata:

Upp — 3Ugy = 0 perz R, t>0
u(x,0) =z%e1*l perz eR
ut (,0) =xcosz  perz € R.

Precisare quindi che regolarita ha la soluzione.

Applicando la formula di D’Alembert

glx+ct)+glx—ct) 1 [t
u(z,t) = 5 —|—2—C




con ¢ = /3,9 (x) = 2%e71*l e h () = zcosz si ha:

(2 +3) e 1By (p - v/Br) el VBl /”ﬁt
+
2v3 Ja

u(x,t) = y cos ydy.
2 —/3t
x++/3t o3t
/x\/§t ycosydy = [ysiny + cosy]it\/gt
= <:z: + \/§t> sin (z + \/§t) + cos (:c + \/§t>
— (x — \/§t> sin (x — \/§t> — cos (a: — \/gt)
=2 {(m cosx — sin ) sin (\/gt) + V/3tsin z cos (\/gt)} .
Quindi
2 o3| _ 2 o~ |a—v3|
u(x,t):(er\/gt) e +(m \/gt) e

2

+ % {(:E cosz — sin z) sin (\/gt) + V3t sin z cos (\/gt)}

11 secondo addendo ¢ infinitamente derivabile, mentre il primo ¢ C? ma non
pit regolare, perché questa ¢ la regolarita della funzione g (z) (come si vede
dal calcolo diretto delle derivate). Pertanto la soluzione & C? (]RQ), ma non piu
regolare di cosi.
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Rispondere alle seguenti domande:
1. (9 punti) Si consideri il problema di Neumann per ’equazione di Laplace
sul cerchio di centro (0,0) e raggio r che, in coordinate polari, si scrive cosi:

1 1
tpp + Jup+ sties =0 per p € (0,7),0 € [0,27]

Z—Z (r,0) = f(6) per 6 € [0,27].

Determinare una formula di rappresentazione per la soluzione u (p, 8), uti-
lizzando il metodo studiato nel corso, e ricavando in particolare la condizione di
compatibilita che dev’essere soddisfatta da f. La soluzione trovata con questo
metodo & unica?

Si richiede di presentare in dettaglio il procedimento risolutivo, fino a deter-
minare la formula esplicita che assegna la soluzione, senza necessita di precisare
le ipotesi sotto le quali vale -a parte la condizione di compatibilita-.

2. (9 punti) Enunciare e dimostrare il principio di massimo debole per
l’equazione del calore e mostrare come da questo si deduce un risultato di unicita
per il problema di Cauchy-Dirichlet su un dominio opportuno.

3. (8 punti) Dopo aver brevemente discusso il concetto di moto brown-
iano, illustrare i significati probabilistici che sono stati discussi nel corso per
I’equazione del calore e 'equazione di Laplace.

Svolgere il seguente esercizio:
4. (7 punti) Risolvere il problema di Cauchy per equazione di trasporto
e reazione con termine di sorgente:

Uup + 2uy, + 3u =sint perx € R, t >0
u(x,0) = el per z € R.

Studiare quindi il comportamento della soluzione per tempi lunghi (cioé
t — +00).

La soluzione é assegnata da:
t
u(z,t) =g(x—ovt)e "+ / e S f(x—wv(t—s),s)ds
0

con g(z)=e 1ol f(x,t) =sint,v =2,y =3



t
w(z,t) = e e lz—2 —|—/ e 3079 sin sds.
0

¢ ¢
/ e 309 sin sds = e_3t/ e3* sinsds = (...)
0 0

. t
635

1
=e ¥ [10 (3sins — cos s)} ) =10 (3sint — cost +e™%).

Quindi

1
w(z,t) = e Stelo72t 4 10 (3sint — cost + e~ ).

Per ogni = € R fissato, per t — 400,

1
u(x,t) = 0 (3sint —cost) +o(1).

La soluzione quindi non si stabilizza su una funzione indipendente dal tempo,
ma su una funzione periodica e limitata del tempo.



