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Rispondere alle seguenti domande:
1. (9 punti) Si consideri il problema di Dirichlet per l’equazione di Laplace

sul cerchio di centro (0, 0) e raggio r che, in coordinate polari, si scrive così:
uρρ +

1

ρ
uρ +

1

ρ2
uθθ = 0 per ρ ∈ (0, r) , θ ∈ [0, 2π]

u (r, θ) = f (θ) per θ ∈ [0, 2π] .

La soluzione, determinata formalmente col metodo di separazione di va-
riabili, è assegnata dalla formula:

u (ρ, θ) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(ρ
r

)n
(an cos (nθ) + bn sin (nθ)) dove:

an =
1

π

∫ 2π

0

f (θ) cos (nθ) dθ per n = 0, 1, 2, ..

bn =
1

π

∫ 2π

0

f (θ) sin (nθ) dθ per n = 1, 2, 3, ..

Si chiede di:
a. Dimostrare sotto quali ipotesi sul dato al bordo f la u assegnata dalla

formula precedente risolve l’equazione e quale regolarità ha la soluzione per
ρ < r.
b. Dimostrare sotto quali ipotesi e in quali sensi la soluzione assume il dato

al bordo.
Si chiede di giustificare tutte le affermazioni fatte, in base a opportuni teo-

remi.

2. (9 punti) Si consideri il problema di Cauchy globale per l’equazione
delle onde in R3:  utt − c2∆u = 0 per x ∈ R3, t > 0

u (x, 0) = 0 per x ∈ R3
ut (x, 0) = h (x) per x ∈ R3.

Impostare la soluzione di questo problema col metodo delle medie sferiche,
dimostrando come si ottiene, nel caso n = 3, la formula di Kirchhoff. [Non è
richiesta la dimostrazione dell’equazione di Darboux ].
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3. (8 punti) Dare la definizione di derivata debole (anche di ordine suc-
cessivo al primo) e definire gli spazi di Sobolev W k,p (Ω) e Hk (Ω) per Ω aperto
di Rn, con la loro struttura di spazi di Banach e di Hilbert, rispettivamente.
Quindi, dimostrare che H1 (Ω) è uno spazio di Hilbert.

Svolgere il seguente esercizio:
4. (7 punti) Risolvere il problema di Cauchy per l’equazione di trasporto

con termine di sorgente:{
ut − 5ux = x sin t per x ∈ R, t > 0
u (x, 0) = e−|x| sinx per x ∈ R.

Studiare poi il comportamento della soluzione per tempi lunghi (cioè per t →
+∞): la soluzione si stabilizza su una funzione indipendente dal tempo, e se sì
quale?

La soluzione è assegnata da:

u (x, t) = g (x− vt) +

∫ t

0

f (x− v (t− s) , s) ds

con g (x) = e−|x| sinx, f (x, t) = x sin t, v = −5

u (x, t) = e−|x+5t| sin (x+ 5t) +

∫ t

0

(x+ 5 (t− s)) sin sds

∫ t

0

(x+ 5t− 5s) sin sds = (x+ 5t) [− cos s]
t
0 − 5

∫ t

0

s sin sds

= (x+ 5t) (1− cos t)− 5

{
[−s cos s]

t
0 +

∫ t

0

cos ds

}
= (x+ 5t) (1− cos t)− 5 {−t cos t+ sin t}
= x+ 5t− x cos t− 5 sin t.

Quindi
u (x, t) = e−|x+5t| sin (x+ 5t) + x+ 5t− x cos t− 5 sin t.

Per ogni x fissato e t→∞, u (x, t) ∼ 5t→ +∞. In particolare, la soluzione non
si stabilizza su una funzione indipendente dal tempo.
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