
Esame di Metodi Analitici per le EDP
Quarto appello. Gennaio 2026

Tema 1
A.A. 2024/2025. Prof. M. Bramanti

Punti

Dom 1

Dom 2

Dom 3

Esercizio

Tot.

Cognome:
Nome:
Codice persona:
N◦ d’ordine in elenco:

Rispondere alle seguenti domande:
1. (8 punti) Dimostrare che, per ogni n ≥ 3,

Γ (x) =
1

ωn (n− 2) |x|n−2

è una soluzione di ∆Γ = −δ0 in Rn, nel senso delle distribuzioni.

2. (9 punti) Dedurre l’equazione della corda vibrante, in presenza di una
forza esterna, precisando le ipotesi fisiche sotto cui vale.
Dedurre poi l’espressione integrale dell’energia meccanica totale di un seg-

mento [0, L] della corda vibrante, in assenza di forze esterne.

3. (9 punti) Dare la formulazione debole del problema di Dirichlet con
dato al bordo nullo per l’equazione ellittica

−
n∑

i,j=1

(aij (x)uxi)xj +

n∑
k=1

bk (x)uxk + c (x)u = f (x) in Ω,

(con {aij (x)}ni,j=1 matrice simmetrica), ricavandola dalla definizione di soluzione
classica nell’ipotesi che tutti gli ingredienti del problema siano regolari.
Enunciare poi delle ipotesi precise (sul dominio e le funzioni coinvolte) sotto

le quali il problema (in senso debole) è ben posto, dimostrando la buona po-
sizione in base alla teoria nota degli spazi di Hilbert.

Svolgere il seguente esercizio:
4. (7 punti) Risolvere il problema di Dirichlet per il laplaciano sul cerchio:{

∆u (x, y) = 0 per x2 + y2 < 2
u = xy2 − 5x2y3 per x2 + y2 = 2

determinando la soluzione in funzione di (ρ, θ) (non è richiesto di riscrivere la
soluzione in coordinate cartesiane) e riscrivendola nella forma il più possibile
semplificata.
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Anzitutto esprimiamo il dato al bordo in funzione di θ, cioè in coordinate
polari per ρ =

√
2:

xy2 − 5x2y3 = 2
√

2 cos θ sin2 θ − 20
√

2 cos2 θ sin3 θ ≡ f (θ) .

Ora osserviamo che il dato al bordo è un polinomio trigonometrico, cioè può
essere riscritto come somma di una serie di Fourier finita, usando le identità
trigonometriche:

cos θ sin2 θ =
1

2
sin 2θ sin θ =

1

4
(cos θ − cos 3θ) .

cos2 θ sin3 θ =

(
1

2
sin 2θ

)2
sin θ =

1

4
sin2 (2θ) sin θ

=
1

8
(1− cos 4θ) sin θ =

1

8
sin θ − 1

16
(sin 5θ − sin 3θ) .

f (θ) =
2
√

2

4
(cos θ − cos 3θ)− 20

√
2

{
1

8
sin θ − 1

16
(sin 5θ − sin 3θ)

}
=

√
2

2
cos θ − 5

2

√
2 sin θ −

√
2

2
cos 3θ − 5

4

√
2 sin 3θ +

5

4

√
2 sin 5θ.

Quindi la soluzione è:

u (ρ, θ) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(
ρ√
2

)n
(an cosnθ + bn sinnθ)

=

√
2

2

(
ρ√
2

)
cos θ − 5

2

√
2

(
ρ√
2

)
sin θ −

√
2

2

(
ρ√
2

)3
cos 3θ

− 5

4

√
2

(
ρ√
2

)3
sin 3θ +

5

4

√
2

(
ρ√
2

)5
sin 5θ

=
1

2
ρ cos θ − 5

2
ρ sin θ − 1

4
ρ3 cos 3θ − 5

8
ρ3 sin 3θ +

5

16
ρ5 sin 5θ.

Riscriviamola in coordinate cartesiane (non richiesto).

u (x, y) =
1

2
ρ cos θ − 5

2
ρ sin θ − 1

4
ρ3 cos 3θ +

5

8
ρ3 sin 3θ +

5

8
ρ5 sin 5θ

=
1

2
x− 5

2
y − 1

4
Re (x+ iy)

3 − 5

8
Im (x+ iy)

3
+

5

8
Im (x+ iy)

5

=
1

2
x− 5

2
y − 1

4

(
x3 − 3xy2

)
− 5

8

(
3x2y − y3

)
+

5

16

(
5x4y − 10x2y3 + y5

)
.

3


