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Rispondere alle seguenti domande:
1. (8 punti) Dimostrare che, per ogni n > 3,

1

wp, (n —2) |z]

I'(z) =

n—2
& una soluzione di AI' = —§p in R", nel senso delle distribuzioni.

2. (9 punti) Dedurre I'equazione della corda vibrante, in presenza di una
forza esterna, precisando le ipotesi fisiche sotto cui vale.

Dedurre poi l'espressione integrale dell’energia meccanica totale di un seg-
mento [0, L] della corda vibrante, in assenza di forze esterne.

3. (9 punti) Dare la formulazione debole del problema di Dirichlet con
dato al bordo nullo per I’equazione ellittica

= > (4 @) us,),, + Dbk (@) us, +c(@)u= f(z) inQ,
k=1

ij=1

(con {a;; (a:)}zjzl matrice simmetrica), ricavandola dalla definizione di soluzione
classica nell’ipotesi che tutti gli ingredienti del problema siano regolari.

Enunciare poi delle ipotesi precise (sul dominio e le funzioni coinvolte) sotto
le quali il problema (in senso debole) & ben posto, dimostrando la buona po-
sizione in base alla teoria nota degli spazi di Hilbert.

Svolgere il seguente esercizio:
4. (7 punti) Risolvere il problema di Dirichlet per il laplaciano sul cerchio:

Au(z,y) =0 per 22 + 4% < 2
u=xy? —5x%y> per ax? +y? =2

determinando la soluzione in funzione di (p,6) (non & richiesto di riscrivere la
soluzione in coordinate cartesiane) e riscrivendola nella forma il pit possibile
semplificata.
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Rispondere alle seguenti domande:
1. (8 punti) Dimostrare che, per ogni n > 3,

1
r (33) = n—2
wy (n — 2) ||
¢ una soluzione di AT' = —§j in R™, nel senso delle distribuzioni.

2. (9 punti) Dedurre U'equazione della corda vibrante, in presenza di una
forza esterna, precisando le ipotesi fisiche sotto cui vale.

Dedurre poi l'espressione integrale dell’energia meccanica totale di un seg-
mento [0, L] della corda vibrante, in assenza di forze esterne.

3. (9 punti) Dare la formulazione debole del problema di Dirichlet con
dato al bordo nullo per I’equazione ellittica

= > (ay (@) ug,), + Db (@) ugy +c(z)u= f(z) inQ,
i,j=1 k=1

(con {a;; (x)}zjzl matrice simmetrica), ricavandola dalla definizione di soluzione
classica nell’ipotesi che tutti gli ingredienti del problema siano regolari.

Enunciare poi delle ipotesi precise (sul dominio e le funzioni coinvolte) sotto
le quali il problema (in senso debole) ¢ ben posto, dimostrando la buona po-
sizione in base alla teoria nota degli spazi di Hilbert.

Svolgere il seguente esercizio:
4. (7 punti) Risolvere il problema di Dirichlet per il laplaciano sul cerchio:

u=xy? —5z%y® pera?+y?=2

{ Au(z,y) =0 per 22 + 4% < 2
determinando la soluzione in funzione di (p,6) (non ¢ richiesto di riscrivere la
soluzione in coordinate cartesiane) e riscrivendola nella forma il pit possibile
semplificata.



Anzitutto esprimiamo il dato al bordo in funzione di 6, cioé in coordinate
polari per p = v/2:

zy? — 5z?y® = 2v/2 cos Osin 6 — 20v/2 cos® Osin® 0 = f (9).

Ora osserviamo che il dato al bordo ¢ un polinomio trigonometrico, cio¢ pud
essere riscritto come somma di una serie di Fourier finita, usando le identita
trigonometriche:

1 1
cosfsin § = §sin29sin9 =1 (cosf — cos 30).
1 2 1
cos? fsin® 0 = <2 sin 26’) sinf = 1 sin? (260) sin @
= 1(1 — cos40)sinf = 1sin@ _ L (sin 50 — sin 30)
8 -8 16 '
2v/2 1 1
f() = T\[ (cos — cos 36) — 20\/5{8 sinf — 6 (sin 56 — sin39)}
2 2
= gcosﬂ — g\/isinﬁ — gcos?ﬁ - g\/isin?)QJr g\/isin?)ﬂ.

Quindi la soluzione é:

u(p,0) = a0 + Z (%) (an cosn + by, sinnh)

= V2 (’0) cosf — 5\/5(\5%) sinf — g (jﬁ)gcos?)ﬂ
iﬁ(%)351n30+i\/§(\5§)58m59
5

1 1
= 5,00089 — gpsina = ZPB cos 360 — gp?’ sin 360 + %pS sin 56.

Riscriviamola in coordinate cartesiane (non richiesto).

1 1
u(z,y) = ipcosﬂ — gpsin0 — 1/)3 cos 30 + §p3sin3¢9+ gp5 sin 56
1 1 :
:ix—gy—ZRe(w—H‘y)g—glm(x+iy)3+§lm(m+iy)5
1 5 L/ 3 2y D a2 3 5 4 2,3 .5
:ix_iy_i<$ —Sxy)—§(3xy—y)+1—6(5$y—10my +y°).



