
Esame di Metodi Analitici per le EDP
Secondo appello. Luglio 2022

Tema 1
A.A. 2021/2022. Prof. M. Bramanti

Punti

Dom 1

Dom 2

Dom 3

Dom 4

Esercizio

Tot.

Cognome:
Nome:
Codice persona:
N◦ d’ordine in elenco:

Rispondere alle seguenti domande:
1. Definire, per un’equazione lineare, del second’ordine, a coeffi cienti vari-

abili (prima di due variabili, poi di un numero qualsiasi di variabili), la nozione
di equazione di tipo ellittico, parabolico o iperbolico, e fare anche esempi. In
particolare, chiarire la differenza tra operatore uniformemente ellittico in un do-
minio e operatore ellittico degenere, e la differenza tra operatore parabolico e
operatore ultraparabolico, facendo anche esempi. Discutere brevemente alcune
proprietà degli operatori di Laplace, del calore, delle onde, che valgono, sotto
opportune ipotesi, rispettivamente per gli operatori ellittici, parabolici, iper-
bolici (relativamente a: problemi ai valori al contorno o iniziali che è naturale
studiare; proprietà di regolarizzazione degli operatori).

2. Si consideri il problema di Dirichlet per l’equazione di Laplace nel semi-
piano, {

uxx + uyy = 0 per x ∈ R, y > 0
u (x, 0) = f (x) per x ∈ R.

Determinare una formula di rappresentazione esplicita per la soluzione u (x, y),
utilizzando il metodo studiato nel corso. Si richiede di presentare in dettaglio il
procedimento risolutivo, fino a determinare la formula esplicita che assegna la
soluzione, senza necessità di precisare le ipotesi sotto le quali vale.

3. Enunciare e dimostrare il principio di massimo debole per l’equazione
del calore e mostrare come da questo si deducono un risultato di unicità e
un teorema di confronto per il problema di Cauchy-Dirichlet su un dominio
opportuno.
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4. Dare la formulazione debole del problema di Dirichlet con dato al bordo
nullo per l’equazione ellittica

−∇ · (a (x)∇u (x)) + d (x)u = f in Ω,

(con a (x) , d (x) funzioni scalari di x) ricavandola dalla definizione di soluzione
classica nell’ipotesi che tutti gli ingredienti del problema siano regolari. Enun-
ciare poi delle ipotesi precise (sul dominio e le funzioni coinvolte) sotto le quali
il problema (in senso debole) è ben posto, dimostrando la buona posizione in
base alla teoria nota degli spazi di Hilbert.
[Si raccomanda di distinguere con cura tra le ipotesi che si fanno: 1) per

ricavare la definizione di soluzione debole da quella di soluzione classica; 2) per
dare la definizione di soluzione debole; 3) per dimostrare la buona posizione del
problema formulato in senso debole]

Svolgere il seguente esercizio:
5. Risolvere il problema di Cauchy per l’equazione di trasporto e reazione

con termine di sorgente:{
ut + 2ux + 6u = xe−t per x ∈ R, t > 0
u (x, 0) = e−3x per x ∈ R.

Studiare quindi il comportamento della soluzione per tempi lunghi (cioè
t→∞).
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Esame di Metodi Analitici per le EDP
Secondo appello. Luglio 2022

Tema 2
A.A. 2021/2022. Prof. M. Bramanti

Punti

Dom 1

Dom 2

Dom 3

Dom 4

Esercizio

Tot.

Cognome:
Nome
Codice persona:
N◦ d’ordine in elenco:

Rispondere alle seguenti domande:
1. Dopo aver brevemente discusso (in modo informale) il concetto di moto

browniano [quel tanto che basta per rendere comprensibile il discorso succes-
sivo], illustrare i significati probabilistici che sono stati discussi nel corso per
l’equazione del calore e l’equazione di Laplace.

2. Si consideri il problema di Cauchy per l’equazione della corda vibrante
illimitata con una forzante esterna: utt − c2uxx = f (x, t) per t > 0, x ∈ R

u (x, 0) = g (x) per x ∈ R
ut (x, 0) = h (x) per x ∈ R.

(1)

Ricordando che la soluzione del problema nel caso dell’equazione omogenea, cioè
per f (x, t) ≡ 0, è assegnata, formalmente, dalla formula:

u (x, t) =
g (x+ ct) + g (x− ct)

2
+

1

2c

∫ x+ct

x−ct
h (y) dy,

determinare, col metodo visto nel corso, una formula di rappresentazione es-
plicita per la soluzione di (1) (è suffi ciente il caso g = h = 0) e dimostrare, sotto
opportune ipotesi su f , che la u assegnata da tale formula risolve effettivamente
il problema.

3



3. Si consideri il problema di Dirichlet per l’equazione di Laplace sul cerchio
di centro (0, 0) e raggio r che, in coordinate polari, si scrive così:{

uρρ + 1
ρuρ + 1

ρ2uθθ = 0 per ρ ∈ (0, r) , θ ∈ [0, 2π]

u (r, θ) = f (θ) per θ ∈ [0, 2π] .

La soluzione è assegnata formalmente dalla formula integrale di Poisson,

u (ρ, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

f (s)

{
r2 − ρ2

r2 − 2rρ cos (θ − s) + ρ2

}
ds.

Dimostrare che per ogni f ∈ C0 [0, 2π] , f (0) = f (2π), la funzione u (ρ, θ) as-
segnata da questa formula è regolare all’interno del cerchio e tende a f (θ) per
ρ → r−, richiamando le proprietà del nucleo di Poisson che si utilizzano nella
dimostrazione.

4. Dopo aver richiamato la definizione di forma bilineare su uno spazio di
Hilbert, enunciare e dimostrare il teorema che afferma che una forma bilineare,
sotto opportune ipotesi, definisce un prodotto scalare che induce una norma
equivalente a quella di partenza. Quindi, dire cosa si intende per problema
variazionale astratto su uno spazio di Hilbert e, nel caso particolare di una forma
bilineare simmetrica, dimostrare, sotto opportune ipotesi, il teorema di buona
posizione del problema (mediante il teorema di rappresentazione di Riesz).

Svolgere il seguente esercizio:
5. Risolvere il problema di Cauchy-Neumann per l’equazione del calore sulla

sbarra finita:  ut − 5uxx = 0 per x ∈ (0, π) , t > 0
ux (0, t) = ux (π, t) = 0 per t > 0
u (x, 0) = e3x per x ∈ (0, π) .

In quale senso è assunta la condizione iniziale? Calcolare il valore della tempe-
ratura limite per tempi lunghi.
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Esame di Metodi Analitici per le EDP
Secondo appello. Luglio 2022

Svolgimento Tema 1
A.A. 2021/2022. Prof. M. Bramanti

Punti

Dom 1 7
Dom 2 6
Dom 3 7
Dom 4 7
Esercizio 6
Tot. 33

Rispondere alle seguenti domande:
1. Definire, per un’equazione lineare, del second’ordine, a coeffi cienti vari-

abili (prima di due variabili, poi di un numero qualsiasi di variabili), la nozione
di equazione di tipo ellittico, parabolico o iperbolico, e fare anche esempi. In
particolare, chiarire la differenza tra operatore uniformemente ellittico in un do-
minio e operatore ellittico degenere, e la differenza tra operatore parabolico e
operatore ultraparabolico, facendo anche esempi. Discutere brevemente alcune
proprietà degli operatori di Laplace, del calore, delle onde, che valgono, sotto
opportune ipotesi, rispettivamente per gli operatori ellittici, parabolici, iper-
bolici (relativamente a: problemi ai valori al contorno o iniziali che è naturale
studiare; proprietà di regolarizzazione degli operatori).

2. Si consideri il problema di Dirichlet per l’equazione di Laplace nel semi-
piano, {

uxx + uyy = 0 per x ∈ R, y > 0
u (x, 0) = f (x) per x ∈ R.

Determinare una formula di rappresentazione esplicita per la soluzione u (x, y),
utilizzando il metodo studiato nel corso. Si richiede di presentare in dettaglio il
procedimento risolutivo (cioè riportare e spiegare i passaggi), fino a determinare
la formula esplicita che assegna la soluzione, senza necessità di precisare le
ipotesi sotto le quali vale la formula ottenuta.

3. Enunciare e dimostrare il principio di massimo debole per l’equazione
del calore e mostrare come da questo si deducono un risultato di unicità e
un teorema di confronto per il problema di Cauchy-Dirichlet su un dominio
opportuno.

4. Dare la formulazione debole del problema di Dirichlet con dato al bordo
nullo per l’equazione ellittica

−∇ · (a (x)∇u (x)) + d (x)u = f in Ω,

(con a (x) , d (x) funzioni scalari di x) ricavandola dalla definizione di soluzione
classica nell’ipotesi che tutti gli ingredienti del problema siano regolari. Enun-
ciare poi delle ipotesi precise (sul dominio e le funzioni coinvolte) sotto le quali
il problema (in senso debole) è ben posto, dimostrando la buona posizione in
base alla teoria nota degli spazi di Hilbert.
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[Si raccomanda di distinguere con cura tra le ipotesi che si fanno: 1) per
ricavare la definizione di soluzione debole da quella di soluzione classica; 2) per
dare la definizione di soluzione debole; 3) per dimostrare la buona posizione del
problema formulato in senso debole]

Svolgere il seguente esercizio:
5. Risolvere il problema di Cauchy per l’equazione di trasporto e reazione

con termine di sorgente:{
ut + 2ux + 6u = xe−t per x ∈ R, t > 0
u (x, 0) = e−3x per x ∈ R.

Studiare quindi il comportamento della soluzione per tempi lunghi (cioè
t→∞).

La soluzione è assegnata da:

u (x, t) = g (x− vt) e−γt +

∫ t

0

e−γ(t−s)f (x− v (t− s) , s) ds

con g (x) = e−3x, f (x, t) = xe−t, v = 2, γ = 6

u (x, t) = e−3(x−2t)e−6t +

∫ t

0

(x− 2 (t− s)) e−6(t−s)e−sds

= e−3x + e−6t
∫ t

0

(x− 2 (t− s)) e5sds.

∫ t

0

(x− 2 (t− s)) e5sds =

[
(x− 2 (t− s)) e

5s

5

]t
0

− 2

∫ t

0

e5s

5
ds

=
xe5t − (x− 2t)

5
− 2

25

(
e5t − 1

)
.

u (x, t) = e−3x + e−6t
{
xe5t − (x− 2t)

5
− 2

25

(
e5t − 1

)}
= e−3x +

xe−t − e−6t (x− 2t)

5
− 2

25

(
e−t − e−6t

)
.

Per ogni x ∈ R fissato, per t→ +∞, u (x, t)→ e−3x.
(La soluzione quindi si stabilizza sullo stesso valore iniziale).
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Esame di Metodi Analitici per le EDP
Secondo appello. Luglio 2022

Svolgimento Tema 2
A.A. 2021/2022. Prof. M. Bramanti

Punti

Dom 1 7
Dom 2 6
Dom 3 6
Dom 4 7
Esercizio 7
Tot. 33

Rispondere alle seguenti domande:
1. Dopo aver brevemente discusso (in modo informale) il concetto di moto

browniano [quel tanto che basta per rendere comprensibile il discorso succes-
sivo], illustrare i significati probabilistici che sono stati discussi nel corso per
l’equazione del calore e l’equazione di Laplace.

2. Si consideri il problema di Cauchy per l’equazione della corda vibrante
illimitata con una forzante esterna: utt − c2uxx = f (x, t) per t > 0, x ∈ R

u (x, 0) = g (x) per x ∈ R
ut (x, 0) = h (x) per x ∈ R

(2)

Ricordando che la soluzione del problema nel caso dell’equazione omogenea, cioè
per f (x, t) ≡ 0, è assegnata, formalmente, dalla formula:

u (x, t) =
g (x+ ct) + g (x− ct)

2
+

1

2c

∫ x+ct

x−ct
h (y) dy,

determinare una formula di rappresentazione esplicita per la soluzione di (2) (è
suffi ciente il caso g = h = 0) e dimostrare, sotto opportune ipotesi su f , che la
u assegnata da tale formula risolve effettivamente il problema.

3. Si consideri il problema di Dirichlet per l’equazione di Laplace sul cerchio
di centro (0, 0) e raggio r che, in coordinate polari, si scrive così:{

uρρ + 1
ρuρ + 1

ρ2uθθ = 0 per ρ ∈ (0, r) , θ ∈ [0, 2π]

u (r, θ) = f (θ) per θ ∈ [0, 2π] .

La soluzione è assegnata formalmente dalla formula integrale di Poisson,

u (ρ, θ) =
1

2π

∫ 2π

0

f (s)

{
r2 − ρ2

r2 − 2rρ cos (θ − s) + ρ2

}
ds.

Dimostrare che per ogni f ∈ C0 [0, 2π] , f (0) = f (2π), la funzione u (ρ, θ) as-
segnata da questa formula è regolare all’interno del cerchio e tende a f (θ) per
ρ → r−, richiamando le proprietà del nucleo di Poisson che si utilizzano nella
dimostrazione.
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4. Dopo aver richiamato la definizione di forma bilineare su uno spazio di
Hilbert, enunciare e dimostrare il teorema che afferma che una forma bilineare,
sotto opportune ipotesi, definisce un prodotto scalare che induce una norma
equivalente a quella di partenza. Quindi, dire cosa si intende per problema
variazionale astratto su uno spazio di Hilbert e, nel caso particolare di una forma
bilineare simmetrica, dimostrare, sotto opportune ipotesi, il teorema di buona
posizione del problema (mediante il teorema di rappresentazione di Riesz).

Svolgere il seguente esercizio:
5. Risolvere il problema di Cauchy-Neumann per l’equazione del calore sulla

sbarra finita:  ut − 5uxx = 0 per x ∈ (0, π) , t > 0
ux (0, t) = ux (π, t) = 0 per t > 0
u (x, 0) = e3x per x ∈ (0, π) .

In quale senso è assunta la condizione iniziale? Calcolare il valore della tempe-
ratura limite per tempi lunghi.

La soluzione è data da:

u (x, t) =
a0
2

+

∞∑
n=1

e−
n2π2Dt
L2 an cos

(nπx
L

)
(D = 5, L = π)

=
a0
2

+

∞∑
n=1

e−5n
2tan cos (nx)

con

an =
2

π

∫ π

0

e3x cos (nx) dx.

e per t→ +∞,

u (t, x)→ a0
2

=
1

π

∫ π

0

e3xdx =
1

π

[
e3x

3

]π
0

=
e3π − 1

3π
.

Calcoliamo per n ≥ 1,

an =
2

π

∫ π

0

e3x cos (nx) dx = (...) =
2

π

[
e3x

9 + n2
(3 cos (nx) + n sin (nx))

]π
0

=
6

π (9 + n2)

[
e3π cos (nπ)− 1

]
quindi

u (x, t) =
e3π − 1

3π
+

6

π

∞∑
n=1

e−5n
2t

[
e3π cos (nπ)− 1

9 + n2

]
cos (nx) .
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Si osserva che la serie converge totalmente per t ≥ 0

∞∑
n=1

∣∣∣∣e−n2π2DtL2

[
e3π cos (nπ)− 1

9 + n2

]
cos (nx)

∣∣∣∣ ≤ (e3π + 1
) ∞∑
n=1

1

9 + n2
,

quindi la u è continua per t ≥ 0 e la condizione iniziale è assunta con continuità
(come limite uniforme).
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