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Rispondere alle seguenti domande:
1. (9 punti) Si consideri il problema di Dirichlet per I’equazione di Laplace
sul cerchio di centro (0,0) e raggio r che, in coordinate polari, si scrive cosi:

Upp + 5Up + J5ug = 0 per p € (0,7) 6 € [0, 27]
u(r,0) = f(6) per 6 € [0,27].

La soluzione, determinata formalmente col metodo di separazione di va-
riabili, & assegnata dalla formula:

_ 90 NS () (o - .
u(p,0) = 5 +Z (r) (an, cos (nh) + by, sin (nh)) dove:

n=1
1 2m
ap = — f(6)cos (nd)df per n=0,1,2, ..
m™Jo
1 2
by, = — f(0)sin (nd)dd per n=1,2,3, ..
T Jo

Si chiede di:

a. Dimostrare sotto quali ipotesi sul dato al bordo f la u assegnata dalla
formula precedente risolve I’equazione e sotto quali ipotesi e in quali sensi assume
il dato al bordo.

b. Discutere la regolarita della soluzione per p < r, confrontandola con la
regolarita del dato al bordo (precisando le ipotesi su f sotto le quali vale cio che
si sta affermando).

Si chiede di giustificare tutte le affermazioni fatte, in base a opportuni teo-
remi.

2. (8 punti) Si consideri il problema di Cauchy globale per I’equazione
delle onde in R?:

U — CAu=0perz € R%,t >0

u(z,0) = g(x) per x € R?
ug (z,0) = h(z) per x € R%



a. Ricavare la formula (di Poisson) che assegna formalmente la soluzione di
questo problema utilizzando il metodo della discesa, a partire dalla formula di
Kirchhoff

o[ 1 L
L0 J h(o)d
U (@7 ) ot l4ﬁ02t /8301,(35) 9 (U) O-‘| + 4mc?t /83@(96) (U) ’

che assegna la soluzione dell’analogo problema in R?. [Si richiede di presentare
in dettaglio il procedimento risolutivo, fino a determinare la formula esplicita
che assegna la soluzione, senza necessita di precisare le ipotesi sotto le quali
vale].

b. Che confronto si puo fare tra il dominio di dipendenza / influenza nel
caso bi- e tri-dimensionale?

3. (9 punti) Dare la definizione di soluzione debole del problema di Neu-
mann con dato al bordo g per ’equazione ellittica

-V - (A(z)Vu(z))+c(z) - Vu+d(z)u=fin Q,

(con A (z) matrice simmetrica, ¢ (x) vettore e d (x) scalare, funzioni di ), rica-
vando la formulazione debole dalla definizione di soluzione classica nell’ipotesi
che tutti gli ingredienti del problema siano regolari. Quindi enunciare con pre-
cisione e dimostrare un teorema di buona posizione per questo problema (di
Neumann) in forma debole.

Svolgere il seguente esercizio:
4. (7 punti) Risolvere il problema di Cauchy-Neumann per I’equazione del
calore sulla sbarra finita:

Uy — 3ugze = 0 per x € (0,27),t >0
Uy (0,8) = uy (2m,t) =0 per t > 0
u(z,0) =sinz,

riscrivendo la soluzione ottenuta nel modo pit semplice possibile.
Prevedere in base alla teoria il valore della temperatura limite per tempi
lunghi, prima di risolvere il problema.
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Rispondere alle seguenti domande:
1. (9 punti) Si consideri il problema di Dirichlet per equazione di Laplace
sul cerchio di centro (0,0) e raggio r che, in coordinate polari, si scrive cosi:
Upp + 3Up + S5ugo = 0 per p € (0,7),6 € [0, 27]
u(r,0) = f(0) per 6 € [0,27].
La soluzione, determinata formalmente col metodo di separazione di va-
riabili, & assegnata dalla formula:

_ G (2" ’ .
u(p,0) = ) +; (r) (ay, cos (nh) + by, sin (nh)) dove:

1 2m

ay = — f(0) cos (nd)do per n =0,1,2,..
™ Jo
1 2

by, = — f(0)sin(nd)dh per n=1,2,3,..
T Jo

Si chiede di:

a. Dimostrare sotto quali ipotesi sul dato al bordo f la u assegnata dalla
formula precedente risolve I’equazione e sotto quali ipotesi e in quali sensi assume
il dato al bordo.

b. Discutere la regolarita della soluzione per p < r, confrontandola con la
regolarita del dato al bordo (precisando le ipotesi su f sotto le quali vale cio che
si sta affermando).

Si chiede di giustificare tutte le affermazioni fatte, in base a opportuni teo-
remi.

2. (8 punti) Si consideri il problema di Cauchy globale per I'equazione
delle onde in R?:
up —cAu=0perx €R2t >0
u(z,0) = g (z) per x € R?
ug (2,0) = h(x) per x € R2

a. Ricavare la formula (di Poisson) che assegna formalmente la soluzione di
questo problema utilizzando il metodo della discesa, a partire dalla formula di
Kirchhoff

o[ 1 1
H=o | — d h(o)d
u(zt) =5 [47T02t /;,Bd@)g(a) 01 g /chtcz:) ()t




che assegna la soluzione dell’analogo problema in R3. [Si richiede di presentare
in dettaglio il procedimento risolutivo, fino a determinare la formula esplicita
che assegna la soluzione, senza necessita di precisare le ipotesi sotto le quali
vale].

b. Che confronto si puo fare tra il dominio di dipendenza / influenza nel
caso bi- e tri-dimensionale?

3. (9 punti) Dare la definizione di soluzione debole del problema di Neu-
mann con dato al bordo g per ’equazione ellittica

-V - (A(z)Vu(z))+c(z) - Vu+d(z)u=fin Q,

(con A (z) matrice simmetrica, ¢ (z) vettore e d (x) scalare, funzioni di ), rica-
vando la formulazione debole dalla definizione di soluzione classica nell’ipotesi
che tutti gli ingredienti del problema siano regolari. Quindi enunciare con pre-
cisione e dimostrare un teorema di buona posizione per questo problema (di
Neumann) in forma debole.

Svolgere il seguente esercizio:
4. (7 punti) Risolvere il problema di Cauchy-Neumann per I'equazione del
calore sulla sbarra finita:

Ut — Uy, = 0 per z € (0,2m),t>0
Uy (0,t) = uy (2m,¢) =0 per t > 0
u(z,0) =sinz,

riscrivendo la soluzione ottenuta nel modo pit semplice possibile.
Prevedere in base alla teoria il valore della temperatura limite per tempi
lunghi, prima di risolvere il problema.

La soluzione ¢ data da:

>0 7L27\'2 L
u(z,t) = % + Z e i ay, cos (?)
n=1
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