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Rispondere alle seguenti domande:
1. (8 punti) Si consideri il problema di Dirichlet per equazione di Laplace
nel semipiano,
Ugz + Uyy =0 per x €R,y >0
{ u(z,0) = f(x) per x € R.

Determinare una formula di rappresentazione esplicita per la soluzione u (x, ),
utilizzando il metodo studiato nel corso. Si richiede di presentare in dettaglio il
procedimento risolutivo, fino a determinare la formula esplicita che assegna la
soluzione, senza necessita di precisare le ipotesi sotto le quali vale.

2. (9 punti) Si consideri il problema di Cauchy per I’equazione lineare del
trasporto, non omogeneas:

uy +vu, = f (x,t) perz € Rt >0
u(z,0) =g(x) perz € R

con v costante reale, f e g assegnate. La soluzione del problema ¢& assegnata,
formalmente, dalla formula:

u(z,t):g(zfvt)Jr/of(va(tfs),s)ds. (1)

a. Dimostrare sotto quali ipotesi su f e g la u assegnata da (1) ¢ una
soluzione classica del problema.

b. Si definisca il concetto di soluzione debole dell’equazione e si dimostri
sotto quali ipotesi la u assegnata dalla (1) & soluzione debole del problema. [E’
sufficiente dimostrarlo nel caso f = 0].

3. (9 punti) Dopo aver richiamato la definizione di forma bilineare su uno
spazio di Hilbert, dire cosa si intende per problema variazionale astratto su uno
spazio di Hilbert. Quindi, nel caso particolare di una forma bilineare simmetrica,
dimostrare, sotto ulteriori opportune ipotesi, il teorema di buona posizione del
problema.



Svolgere il seguente esercizio:
4. (7 punti) Risolvere il problema di Cauchy-Dirichlet per la corda vibrante
fissata agli estremi:

Upt — DUy, = 0 per z € (0,2),¢ >0
u(0,t) =u(2,t) =0pert >0
u(z,0) =0 per z € (0,2)

9u (1,0) = sin® (Z£) cos (mz) per z € (0,2)
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Rispondere alle seguenti domande:
1. (8 punti) Si consideri il problema di Dirichlet per equazione di Laplace
nel semipiano,
Ugy + Uyy =0 per x € R,y >0
u(z,0) = f(x) per z € R.

Determinare una formula di rappresentazione esplicita per la soluzione u (x, ),
utilizzando il metodo studiato nel corso. Si richiede di presentare in dettaglio il
procedimento risolutivo, fino a determinare la formula esplicita che assegna la
soluzione, senza necessita di precisare le ipotesi sotto le quali vale.

2. (9 punti) Si consideri il problema di Cauchy per l’equazione lineare del
trasporto, non omogeneas:

up +vu, = f(z,t) perx € Rjt >0
u(z,0) =g (x) perz €R

con v costante reale, f e g assegnate. La soluzione del problema ¢& assegnata,
formalmente, dalla formula:

u(;v,t):g(ac—vt)—i—/of(a?—v(t—s),s)ds. (2)

a. Dimostrare sotto quali ipotesi su f e g la u assegnata da (2) ¢ una
soluzione classica del problema.

b. Si definisca il concetto di soluzione debole dell’equazione e si dimostri
sotto quali ipotesi la u assegnata dalla (2) & soluzione debole del problema. [E’
sufficiente dimostrarlo nel caso f = 0].

3. (9 punti) Dopo aver richiamato la definizione di forma bilineare su uno
spazio di Hilbert, dire cosa si intende per problema variazionale astratto su uno
spazio di Hilbert. Quindi, nel caso particolare di una forma bilineare simmetrica,
dimostrare, sotto ulteriori opportune ipotesi, il teorema di buona posizione del
problema.



Svolgere il seguente esercizio:
4. (7 punti) Risolvere il problema di Cauchy-Dirichlet per la corda vibrante
fissata agli estremi:

Upt — DUy, = 0 per z € (0,2),¢ >0
u(0,t) =u(2,t) =0pert >0
(.’E 0)—0perm€(0 2)
9u (1,0) = sin® (Z£) cos (mz) per z € (0,2)

La soluzione del problema di Cauchy-Dirichlet in generale ¢ data dalla for-

mula:
x nmwT nmct . [ nmct
(zt)fngl (L>{ancos( 7 >+bnsm( 7 >}
dove
& . nmwx
u(x,0) = nz:lan sin (T)

ou X nwe nwT nwT

a(x,()) nzl 7 bnsm( ) Zﬁnsm( T )
e

Bn

nwec
L

by =

Nel nostro caso L = 2,¢ = v/5,u(z,0) = 0 quindi a, = 0. I coeffici-
enti 3, vanno calcolati sviluppando in serie di soli seni la funzione g (x) =
sin® (Z2£) cos () .

Poiché g & un polinomio trigonometrico che & anche funzione dispari, si puo

trasformare in sviluppo finito di soli seni mediante identita trigonometriche.
Si ha:

sin® (%) cos ()

= sin (20 <1“§’(”)> cos ()

= —sin (Lx) (cos (mz) — cos? (rz))
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Quindi la soluzione é:

1. /7mx Sin(ﬂ\ft)
u(x,t)=—§s1n<7)T

= —%\/5 sin (71'2737) sin (

ed ¢ infinitamente derivabile.
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