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Rispondere alle seguenti domande:
1. (8 punti) Si consideri il seguente problema di Cauchy per I'equazione
non omogenea del calore in tutto lo spazio R™:
uy — DAu = F (z,t) per t > 0,2 € R" *)
u(z,0) = g(x) per x € R™.

Ricordando che la soluzione del problema analogo per ’equazione omogenea
(cioé con F' = 0), ottenuta col metodo della trasformata di Fourier, & assegnata
(sotto opportune ipotesi) dalla formula:

1 |z —y|?
wot) = [ g )y
(4xDt)"'? Jan

determinare una formula risolutiva per il problema (*) col metodo di Duhamel.
Si chiede di presentare in dettaglio il metodo di Duhamel e il modo in cui si
arriva a una formula risolutiva esplicita per la soluzione u. (Non si chiede di
dimostrare che sotto opportune ipotesi su f la u trovata & soluzione).

2. (9 punti) Scrivere il generico problema di Cauchy-Dirichlet per 'equazione
delle onde su un cilindro Q x (0,7) con  C R™ domino limitato. Che signifi-
cato fisico puo avere per n = 2?7 Enunciare e dimostrare un teorema di unicita
per questo problema sotto opportune ipotesi su 2 e in un’opportuna classe di
funzioni.

3. (9 punti) Si consideri il problema di Cauchy per 1’equazione lineare del
trasporto, non omogenea:

u +vu, = f(x,t) perx €R, >0
u(z,0) =g (x) perz €R

con v costante reale, f e g assegnate.

a. Si definisca il concetto di soluzione classica e soluzione debole dell’equazione
e si dimostri che una soluzione classica del problema ¢ anche soluzione debole.

b. Si dimostri che una soluzione debole del problema, sotto opportune ipotesi
di regolaritd su u, f, g (precisare quali) ¢ anche soluzione classica.



Svolgere il seguente esercizio:

4. (7 punti) Determinare tutte le soluzioni del problema di Neumann per
il laplaciano sul cerchio, dopo aver verificato che la condizione di compatibilita
del dato al bordo é soddisfatta:

Au(p,0) =0 per p < 3,0 € [—m, 7]
9u (3,0) = 0cos (&) per 0 € [—m, 7]

Sia p
f(0) =0cos <2> in [-m, 7.
Poiché f ¢ dispari,

" (0)do=o0.

—T
La condizione di compatibilita & soddisfatta, la soluzione esiste ed & unica a

meno di costante additiva.
Calcoliamo i coefficienti di Fourier di f. Poiché f ¢ dispari su [—m, 7] si ha:

[Foee(3)amroa =1 [Cofin((1+2)) (5 1) )]0
(o (o)) - (- 2)9)]
o (mi;) o ((n+3)0) + e ((n-3) 9>>"9}
(o (5 e ot (- 3)9)]

2

Ap =

N= 3w

)" ((n=3) =+ 3"\ _ 321"
T (4n? - 1)

La formula che assegna la soluzione del problema di Neumann &

u(p,0) =ap+ Z p" (ap, cosnb + B, sinnd)

n=1

dove i coefficienti a,, 3, vanno scelti in modo che la derivata rispetto a p sul



bordo (per p = r = 3) coincida col dato, quindi:

8 (o)
8—pu (p,0))p=3 = Z np"* (a, cosnd + 3, sin nb) s
n=1

= Z n3" ! (a, cosnb + B, sinnd) = f (0),

n=1

percio la relazione tra «,, 3, e i coefficienti di Fourier a,,, b, di f é&:

n—1 _
n3 O = Qp,

n3" '3, = by

con la condizione necessaria ag = 0 (condizione di compatibilitd), e u determi-
nata a meno della costante additiva ag. Quindi

a, =0
1 32n(-1)"" 32 (-1

n3nl o (4n2 — 1) 7 3n-1(4p2 — 1)°

39 00 (_1)n+1 .
u(p,0) =g+ — " ———— Lsinnd.
(p0)=c0+—=> p {3"—1(4n2—1)2

Bn:

n=2

con «p indeterminata.
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Rispondere alle seguenti domande:
1. (9 punti) Si consideri il problema di Dirichlet per equazione di Laplace
nel semipiano,
Ugy + Uyy =0 per x € R,y >0
u(z,0) = f(x) per z € R.

Determinare una formula di rappresentazione esplicita per la soluzione u (x, ),
utilizzando il metodo studiato nel corso. Si richiede di presentare in dettaglio il
procedimento risolutivo, fino a determinare la formula esplicita che assegna la
soluzione, senza necessita di precisare le ipotesi sotto le quali vale.

2. (8 punti) Dedurre l'equazione di diffusione del calore in un mezzo con-
tinuo, non necessariamente omogeneo, in presenza di termini di sorgente, spie-
gando 1 passaggi della deduzione e il significato dei vari termini nell’equazione
ottenuta. (La funzione u incognita rappresenta la temperatura).

Quindi presentare (senza farne la deduzione) equazione di diffusione di una
sostanza in un mezzo continuo (la funzione u incognita rappresenta la concen-
trazione), in presenza di termini di sorgente, termini di trasporto e reazione,
spiegando il significato dei vari termini nell’equazione ottenuta.

3. (9 punti) Si consideri il seguente problema di Cauchy-Dirichlet per della
corda vibrante fissata agli estremi:

Ut — Uy = 0 per t > 0,2 € [0, L]
u(0,t) =u(L,t) =0pert >0
u(x,0) = f(x) per z € [0, L]

ut (2,0) = g (z) per x € [0, L]

La soluzione del problema, ottenuta col metodo di separazione delle variabili,
& assegnata formalmente dalla seguente formula:

u(z,t) = Zun (z,t) = Zsin (?) {an cos (mlr/c ) + by, sin (mrLc) } , con:
n=1

n=1
2 [t . (NTT
an = Z/o f(z)sin (T) dx
2 L nwT
by, = — in | ——)dz.
nwe Jq g(x)sm( L ) o



Si chiede di:

a. Dimostrare sotto quali ipotesi sulle condizioni iniziali f (x), g (z) la u (z,?)
assegnata dalla formula precedente risolve il problema di Cauchy-Dirichlet prece-
dente.

b. Discutere in dettaglio le proprieta delle singole funzioni u, (z,t), in re-
lazione al significato fisico del fenomeno: che tipo di vibrazione rappresenta .,
e che significato hanno i vari parametri [parole chiave da toccare nella risposta:
periodo, frequenza, ampiezza, pulsazione, stazionarieta, punti nodali].

c. Discutere che significato fisico ha il fatto che la soluzione v sia somma degli
infiniti termini u,, [qualche parola chiave da toccare nella risposta: periodicita,
frequenza fondamentale, armoniche].

Svolgere il seguente esercizio:

4. (7 punti) Risolvere il problema di Cauchy-Dirichlet per 'equazione del
calore sulla sbarra finita, dopo aver previsto in base alla teoria in che senso sara
assunto il dato iniziale:

ut — 3z, = 0 per x € (0,2),t >0
w(0,t) =u(2,t) =0pert>0
u(z,0) = zsin (7z)

Poicheé il dato iniziale f(z) = xsin(7z) ¢ continuo, regolare e rispetta la
condizione di raccordo f(0) = f(2) = 0, il dato iniziale sara assunto come
limite uniforme, oltre che L2.

La soluzione ¢ data da:

e 7127\'2 t
u(z,t) = Z e b, sin (?)

n=1

(L=2,D=3)

= nwx
_8.2.2 .
= E e 4”"tbnsm(T)
n=1

(¢10)

2 [* . . nmr 2 . . nmwe
by, = Z/o x sin (7x) sin (T) dx = A x sin (7x) sin (T) dx

[ g Lo [(14 B ma] - eos [(1- B ]

=
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1 cosnm—1 cosnm—1
92 | n 2 + n 2
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_ ( 1 )1—cosn7r< —2n )
> \+y)t 0-97) 7 -y

cosnm — 1 16n

— — i n2)2.

Per n = 2,

2 2
1
by = / rsin? (rz) dx = f/ x [1 — cos (2mx)] dz
0 0

2

o [ remorn ) 1) f[ringea]_ e, )

2

2
1 [cos (27m)1 _ 1
0

(cosnm — 1)

2 (2m)
J 16
u(r,t) = — Z e~ dntn?t 20
T
n=1
(n#2)

(4 = n?)*

sin (

nwx a2y
7 ) +e

sin (7x)



