Esame di Metodi Matematici per I'Ingegneria
Terzo appello. Luglio 2021
A.A.2020/2021. Prof. M. Bramanti

Domande di teoria (rispondere a 3 domande su 4, a propria scelta)

A. (6 punti). Dopo aver dato la definizione di convergenza semplice e uni-
forme per una successione di funzioni, enunciare con precisione il teorema sulla
derivabilita del limite di una successione di funzioni derivabili. Mostrare con op-
portuni contresempi la necessita delle ipotesi. Quindi, enunciare e dimostrare
. . . b
il teorema che riguarda lim,, fa fn (x) dx.

B. (6 punti). Enunciare con precisione e dimostrare il teorema di Cauchy
dell’integrale nullo, definendo accuratamente tutti i concetti coinvolti. Spiegare
poi cosa significa, nel calcolo di un integrale lungo un circuito, che “due circuiti
sono equivalenti”, dimostrando il risultato relativo.

C. (6 punti). Definire gli spazi L? (Q) su uno spazio di misura astratto,
per p € [1,00] (distinguendo il caso p < 0o e p = o0) e illustrarne le principali
proprieta studiate (in particolare, ma non solo, la disuguaglianza di Holder).
Quindi enunciare e dimostrare le relazioni di inclusione che valgono tra spazi
L? (92) quando € ha misura finita.

D. (6 punti). La trasformata di Fourier in L? (R"): dopo aver definito lo
spazio S (R™) delle funzioni a decrescenza rapida e averne enunciato le proprieta
(senza dimostrazione), dimostrare come sfruttando queste proprieta & possibile
definire la trasformata di Fourier di una funzione L? (R™).



Svolgere i seguenti esercizi

1. (5 punti). Classificare le singolarita della seguente funzione e calcolare
il residuo negli eventuali poli del prim’ordine.

2z—1

f(z)z‘WChC).

2. (5 punti). Si vuole calcolare la trasformata di Fourier di

1

@ =iy

a. Osservando la funzione f (x), prima di eseguire qualsiasi calcolo, dire cosa
& possibile prevedere su f(&) in base alla teoria, riguardo ai seguenti punti:

se f ¢ reale, immaginaria pura, o nessuna delle due; se f ¢ pari, dispari,
o nessuna delle due; che regolarita avra f; con che velocita tendera a zero f.
Giustificare tutte le affermazioni fatte. R

b. Calcolare quindi f e riscrivere 1’espressione trovata per Re f (§) nella
forma piu semplice.

3. (5 punti). Si consideri I’equazione integrale di un circuito RC in serie:

Ri(t)+é,<qo+Ati(7')dr> — o)

con R=5,C=3,q0 =4.

a. Utilizzando il metodo della trasformata di Laplace, scrivere esplicitamente
la formula risolutiva che assegna la corrente i (¢) nel circuito, per una generica
tensione v (¢) Laplace trasformabile.

b. Si consideri ora il caso

v (t) =e "X, (1)

Prevedere, prima di risolvere ’equazione, in base alla regolarita del dato v ()
e alla struttura dell’equazione, la regolarita che si attende per i(t). Quindi
ottenere la soluzione esplicita i (t) corrispondente a questo dato.
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Domande di teoria (rispondere a 3 domande su 4, a propria scelta)

A. (6 punti). Dopo aver dato la definizione di convergenza semplice e uni-
forme per una successione di funzioni, enunciare con precisione il teorema sulla
derivabilita del limite di una successione di funzioni derivabili. Mostrare con op-
portuni contresempi la necessita delle ipotesi. Quindi, enunciare e dimostrare
il teorema che riguarda lim,, o, [ ; fn (x)dx.

Risposta: v. libro di testo, §1.2.1-1.2.2.

B. (6 punti). Enunciare con precisione e dimostrare il teorema di Cauchy
dell’integrale nullo, definendo accuratamente tutti i concetti coinvolti. Spiegare
poi cosa significa, nel calcolo di un integrale lungo un circuito, che “due circuiti
sono equivalenti”, dimostrando il risultato relativo.

Risposta: v. libro di testo, §6.5.2.

C. (6 punti). Definire gli spazi L? (£2) su uno spazio di misura astratto,
per p € [1,00] (distinguendo il caso p < 00 e p = ) e illustrarne le principali
proprieta studiate (in particolare, ma non solo, la disuguaglianza di Holder).
Quindi enunciare e dimostrare le relazioni di inclusione che valgono tra spazi
L? (Q) quando 2 ha misura finita.

Risposta: v. libro di testo, §2.4

D. (6 punti). La trasformata di Fourier in L? (R"): dopo aver definito lo
spazio S (R™) delle funzioni a decrescenza rapida e averne enunciato le proprieta
(senza dimostrazione), dimostrare come sfruttando queste proprieta & possibile
definire la trasformata di Fourier di una funzione L? (R™).

Risposta: v. libro di testo, §7.4.2.



Svolgere i seguenti esercizi

1. (5 punti). Classificare le singolarita della seguente funzione e calcolare
il residuo negli eventuali poli del prim’ordine.

f(z):eQZ_l_lCh<1>.

cos? (7z)

I punti da esaminare sono:
z=0;
z:cos(mz) = 0,12 = § + km per k € Z, quindiz:%+kper keZ.

z = 0 & una singolarita essenziale, perché la funzione Ch (%) ha infinite
potenze negative nel suo sviluppo di Laurent.
In z = % + k il denominatore cos? (7z) si annulla del second’ordine perché

cos (7z) si annulla del prim’ordine, in quanto (cos (wz));:%Jrk = —msin (7rz)/Z:%+,C =
(=) r £o0.
Inoltre in z = 3 il numeratore si annulla del prim’ordine perché (2z — 1) =0
e
(62271 — 1)/ =¥ 1=1linz= %

In conclusione:

z = % & polo del 1° ordine, mentre
z = ; + k con k € Z\ {0} sono poli del 2° ordine.
Calcoliamo Res (f (z),3) -

Perz—>%siha

)
(- 3) .
m ——=~% (De L’Hospital)
z—1 cos (7z)

. 1 1
:zlinlg —msin (7z) I
percio
1 1 1\*
Res (f(z),Q) = hrri <z—2>f(z): <—> 2Ch(2) = - Ch(2)



2. (5 punti). Si vuole calcolare la trasformata di Fourier di

1

T@ =iy

a. Osservando la funzione f (x), prima di eseguire qualsiasi calcolo, dire cosa
& possibile prevedere su f(&) in base alla teoria, riguardo ai seguenti punti:

se f ¢ reale, immaginaria pura, o nessuna delle due; se f ¢ pari, dispari,
o nessuna delle due; che regolarita avra f; con che velocita tendera a zero f.
Giustificare tutte le affermazioni fatte. R

b. Calcolare quindi f e riscrivere l’espressione trovata per Re f (§) nella
forma piu semplice.

a. f € L'(R), quindi ]? € CY(R); f non & né reale né immaginaria, &
pari, quindi f ¢ pari (anche se non sard né reale né immaginaria pura); f &
infinitamente derivabile (con derivate L' N C?), quindi f(f) =0(1/£™) per ogni
n, per £ — +oo. N

22f (z) € L' (R) ma 2 f (z) ¢ L' (R), quindi f € C? (R) ma ci aspettiamo
non sara C? (R).

b.

(m2+1) ($2+i):0perz:ii,z:i(1\/_§i>,

poli del prim’ordine. Calcoliamo f(f) per & > 0 e poi simmetrizziamo pari.
e—QTri;L'& e—27riz£ e—27riz§ 1—14
= [ ———5——dr=-2m{Res| —————=,—1% ) + Res ,
© /]R (2 +1) (2% +1) ((22 +1) (2 +1) > (224+1) (22 44)*" V2

{( e—27rizf > < e—27rizf ) }
= —2m _— + | ———

2z (22 +14 : 24+1)2 1-i
2(22+14) ) ), (22+1)22 femizt

)

e el i
= - ; ; = ;
—i(=141) (—i+1) (i;g) (—1+1) V2

V2

Simmetrizzando pari, per ogni £ si ha:

GEL: {e%lﬁ (-1-9) + ol (cos (\/§7r§> —isin (\/§7r |£|>)} .

e M8 (1 — 4 e~ V2
_71'{ E(2 1 ) + ¢ (cos (\/iﬂ'{)—isin(\/iﬂ'f))}

2 7z
" —2mg| —V2m[¢]|
Ref({)w{e 48 cos(\/iﬂf)}.

2 NG



Grafico di Re [ (€):

3. (5 punti). Si consideri 'equazione integrale di un circuito RC in serie:

Rz‘(t)+é<qo+/0ti(7)d7) =v(t)

con R=5,C = 3,qy = 4.

a. Utilizzando il metodo della trasformata di Laplace, scrivere esplicitamente
la formula risolutiva che assegna la corrente 4 (¢) nel circuito, per una generica
tensione v (t) Laplace trasformabile.

b. Si consideri ora il caso

v(t) = e*tx(og) (t).

Prevedere, prima di risolvere ’equazione, in base alla regolarita del dato v (t)
e alla struttura dell’equazione, la regolarita che si attende per i(t). Quindi
ottenere la soluzione esplicita i (t) corrispondente a questo dato.

a. Riscriviamo l’equazione:

5i(t)+;(4+/0ti(r)d7') — ()

e applichiamo la trasformata di Laplace, ponendo I (s) = L(i(t)),V (s) =

L(v(t)):
51 (s) + % (4 + I(S)) =V (s)

S S




I(s)=V(s) <15Si 1) _ 15s4+ 1

1 1 4
= V() <5_5(155+1)) T 1hs+1

1 ( 1 1 () 4 1
=-Vi(s) — 8) — —
5 755+1i5 155+ 45
1 1 ¢ 4 :
£(5v(t)7 e 15 *v(t)—1—5 15)

b. Poiché v (t) & discontinua in ¢t = 2, ci aspettiamo soluzione ¢ (¢) continua
a tratti ma discontinua nel punto t = 2.

1 S I L 4 .
i(t)=-e’ t)— —=e 15 | eT5e " T)dr — —e 15,
(1) 5 X(o,z)( ) 75 /0 X(o,z)( ) 15
t t _1a
 _ set<2 [le 17dr
etse T)dr =
/0 X2 (7) { set>2 sz e~ 157 dr
t
set <2 {_%Ze_léqg set<2 13 1—e*1*4t>
set>2 {—%6_%7} set>2 %—5 1—6_%8)
0
i) = set <2 ée‘t—%e_ﬁ% 1—@‘31*4‘5) —%e—%
B set > 2 —ie_%ﬁ(l—e—%) _ 4.1
75 1 15
set <2 %e‘t — % e~ 15 — e—t) — %e—%
- 1 -4 —28 4 _t
set>2 —z5e 15 (1—e o)—ﬁe 5
set <2 %e*tf%e*ffs
= set>2 e 15 (%e %_%)




