Esame di Metodi Matematici per I'Ingegneria :
Primo appello. Febbraio 2022 Punti
A.A. 2021/2022. Prof. M. Bramanti Dom ......

Cognome:
Nome
N° matr. o cod. persona:

Domande di teoria (rispondere a 3 domande su 4, a propria scelta)

A. (6 punti). Fare esempi di successioni di funzioni f, : I C R — R tali
che f, — fe..

a. fp converge puntualmente ma non uniformemente. (Giustificare 'affermazione
fatta).

b. f, converge uniformemente. (Giustificare l’affermazione fatta).

¢. fn sono continue ma f & discontinua

d. f, sono limitate ma f ¢ illimitata

e. fpn sono derivabili ma f non & derivabile.

B. (6 punti). Enunciare con precisione e dimostrare il teorema di rego-
larita delle funzioni olomorfe e la formula integrale di Cauchy per le derivate.

C. (6 punti). Enunciare e dimostrare il teorema di Pitagora negli spazi
vettoriali con prodotto scalare per un numero finito di vettori. Quindi enunciare
e dimostrare la versione di teorema di Pitagora che vale in uno spazio di Hilbert
per una successione di vettori.

D. (6 punti). Dare la definizione di trasformata di Fourier di una funzione
L' (R™). Quindi enunciare con precisione e dimostrare le proprieta della trasfor-
mata di Fourier che riguardano: trasformata di una derivata; derivata di una
trasformata. Gli enunciati sono richiesti per funzioni di n variabili e derivate di
ordine qualsiasi; le dimostrazioni sono richieste solo per funzioni di una variabile
e derivata prima.



Svolgere i seguenti esercizi

1. (5 punti). Classificare le singolarita della seguente funzione e calcolare
il residuo in ogni punto di singolarita non essenziale.

cos (gz) cos (g)

(ez271 _ 1) (Z + 3)2 '

f(z) =

2. (5 punti). Si vuole calcolare la trasformata di Fourier di
f(x) = ze~ 7l sin (27z) .

a. Osservando la funzione f (), prima di eseguire qualsiasi calcolo, dire cosa
& possibile prevedere su f({) in base alla teoria, riguardo ai seguenti punti:

se f é reale, immaginaria pura, o nessuna delle due; se ]? e pari, dispari,
o nessuna delle due; che regolarita avra f; con che velocita tendera a zero f.
Giustificare tutte le affermazioni fatte.

b. A partire dalla trasformata di Fourier considerata nota

F () =

calcolare quindi fapplicando opportune proprieta della trasformata di Fourier
(senza calcolare integrali, ma giustificando i passaggi), e semplificare I’espressione
trovata .

3. (5 punti). a. Risolvere, col metodo della trasformata di Laplace,
I’equazione integrale

y<t>+/0 (O(t— ) +6)y () dr = £ (£)

nella funzione incognita y, per un generico termine noto f supposto L-trasformabile.
b. Successivamente, determinare la soluzione corrispondente a f () = 5,
semplificando 'espressione ottenuta.
[Suggerimento: per svolgere il punto b conviene non applicare la formula
trovata nel punto a per y (t), ma...].



Esame di Metodi Matematici per I'Ingegneria

Recupero 1¢ prova in itinere. Febbraio 2022 Punti
A.A. 2021/2022. Prof. M. Bramanti Dom ......

Dom .....
Dom .....
Es 1
Es 2
Es 3
Tot

Cognome:

Nome

N° matr. o cod. persona:

Domande di teoria (rispondere a 3 domande su 4, a propria scelta)

A. (6 punti). Fare esempi di successioni di funzioni f,, : I C R — R tali
che f,, — fe..

a. f, converge puntualmente ma non uniformemente. (Giustificare l'affermazione
fatta).

b. f, converge uniformemente. (Giustificare l’affermazione fatta).

¢. fn sono continue ma f & discontinua

d. f, sono limitate ma f & illimitata

e. fn sono derivabili ma f non ¢& derivabile.

B. (6 punti). Dopo aver richiamato la definizione delle funzioni trascen-
denti elementari nel campo complesso e, sin z, cos z, Sh z, Ch z:

a. dimostrare che si tratta di funzioni olomorfe in tutto il piano complesso;

b. ricavare le formule per la derivata di sin z, Sh z;

c. calcolare parte reale, parte immaginaria e modulo delle funzioni sin z, Sh z
come funzioni di z,y, mostrando in particolare che le funzioni sono illimitate e
determinando i loro zeri nel piano complesso e il loro periodo.

C. (6 punti). Enunciare con precisione e dimostrare il teorema di rego-
larita delle funzioni olomorfe e la formula integrale di Cauchy per le derivate.

D. (6 punti). Dopo aver richiamato la definizione di singolarita isolata,
singolarita eliminabile, polo di ordine n, enunciare e dimostrare il teorema che
descrive il comportamento di una funzione in un intorno di un punto di singo-
larita eliminabile o di un polo (prolungabilita olomorfa di opportune funzioni).



Svolgere i seguenti esercizi

1. (5 punti). Determinare 'armonica coniugata v (z,y) della seguente
funzione u (z,y), armonica in tutto il piano:

u(z,y) = e {(z* — y*) cosy — 2aysiny} .

Quindi, riconoscere la funzione f (z + iy) = u (z,y) +iv (z,y) come funzione
della variabile complessa z = x + iy (e non solo come funzione di z,y).

2. (5 punti). Classificare le singolarita della seguente funzione e calcolare
il residuo in ogni punto di singolarita non essenziale.
cos (gz) cos (g)

fz) = (e=1—1) (2 +3)*

3. (5 punti). Calcolare il seguente integrale, utilizzando il metodo dei

residui: 5
7 :/ coz( ) Iz
2 (040 (a2 +3)

(Riportare impostazione e passaggi, e semplificare il risultato ottenuto).



Esame di Metodi Matematici per I'Ingegneria

Recupero 2% prova in itinere. Febbraio 2022 Punti
A.A. 2021/2022. Prof. M. Bramanti Dom ......

Dom .....
Dom .....
Es 1
Es 2
Es 3
Tot

Cognome:

Nome

N° matr. o cod. persona:

Domande di teoria (rispondere a 3 domande su 4, a propria scelta)

A. (6 punti). Definire gli spazi L? () su uno spazio di misura astratto,
per p € [1,00] (distinguendo il caso p < 00 e p = o0) e illustrarne le principali
proprieta studiate (in particolare, ma non solo, la disuguaglianza di Holder).
Quindi enunciare e dimostrare le relazioni di inclusione che valgono tra spazi
L? (Q) quando 2 ha misura finita.

B. (6 punti). Enunciare e dimostrare il teorema di Pitagora negli spazi
vettoriali con prodotto scalare per un numero finito di vettori. Quindi enunciare
e dimostrare la versione di teorema di Pitagora che vale in uno spazio di Hilbert
per una successione di vettori.

C. (6 punti). Dare la definizione di trasformata di Fourier di una funzione
L' (R™). Quindi enunciare con precisione e dimostrare le proprieta della trasfor-
mata di Fourier che riguardano: trasformata di una derivata; derivata di una
trasformata. Gli enunciati sono richiesti per funzioni di n variabili e derivate di
ordine qualsiasi; le dimostrazioni sono richieste solo per funzioni di una variabile
e derivata prima.

D. (6 punti). Dopo aver ricordato la definizione di trasformata di Laplace
e ascissa di convergenza, enunciare con precisione e dimostrare le proprieta che
riguardano la L-trasformata della convoluzione e della funzione integrale.



Svolgere i seguenti esercizi

1. (5 punti). Si vuole calcolare la trasformata di Fourier di

1

T = @y

a. Osservando la funzione f (), prima di eseguire qualsiasi calcolo, dire cosa
& possibile prevedere su f({) in base alla teoria, riguardo ai seguenti punti:

se f ¢ reale, immaginaria pura, o nessuna delle due; se f ¢ pari, dispari,
o nessuna delle due; che regolarita avra f; con che velocita tendera a zero f.
Giustificare tutte le affermazioni fatte.

b. Calcolare quindi ]?e riscrivere ’espressione trovata nella forma pit sem-
plice.

2. (5 punti). Si vuole calcolare la trasformata di Fourier di
f(z) = ze~ 27 sin (27z) .

a. Osservando la funzione f (z), prima di eseguire qualsiasi calcolo, dire cosa
& possibile prevedere su f({) in base alla teoria, riguardo ai seguenti punti:

se f é reale, immaginaria pura, o nessuna delle due; se f ¢ pari, dispari,
o nessuna delle due; che regolarita avra f; con che velocita tendera a zero f.
Giustificare tutte le affermazioni fatte.

b. A partire dalla trasformata di Fourier considerata nota

F (e—\w\) €)= H%ﬂ_gggv

calcolare quindi ]?applicando opportune proprietd della trasformata di Fourier
(senza calcolare integrali, ma giustificando i passaggi), e semplificare I’espressione
trovata .

3. (5 punti). a. Risolvere, col metodo della trasformata di Laplace,
I’equazione integrale

y<t>+/0 (O(t— )+ 6)y () dr = f (£)

nella funzione incognita y, per un generico termine noto f supposto L-trasformabile.
b. Successivamente, determinare la soluzione corrispondente a f (t) = 5,
semplificando I'espressione ottenuta.
[Suggerimento: per svolgere il punto b conviene non applicare la formula
trovata nel punto a per y (t), ma...].



Esame di Metodi Matematici per I'Ingegneria
Primo appello. Febbraio 2022 Punti

A.A. 2021/2022. Prof. M. Bramanti Dom .....
Svolgimento Dom .....

Domande di teoria (rispondere a 3 domande su 4, a propria scelta)

A. (6 punti). Fare esempi di successioni di funzioni f,, : I C R — R tali
che f, — fe..

a. fp converge puntualmente ma non uniformemente. (Giustificare 'affermazione
fatta).

b. f, converge uniformemente. (Giustificare l’affermazione fatta).

¢. fn sono continue ma f & discontinua

d. f, sono limitate ma f ¢ illimitata

e. fn sono derivabili ma f non ¢ derivabile.

Risposta: v. libro di testo, § 1.2.1, 1.2.2.

B. (6 punti). Enunciare con precisione e dimostrare il teorema di rego-
larita delle funzioni olomorfe e la formula integrale di Cauchy per le derivate.
Risposta: v. dispensa integrativa, § 4.

C. (6 punti). Enunciare e dimostrare il teorema di Pitagora negli spazi
vettoriali con prodotto scalare per un numero finito di vettori. Quindi enunciare
e dimostrare la versione di teorema di Pitagora che vale in uno spazio di Hilbert
per una successione di vettori.

Risposta: v. libro di testo, § 4.1, 4.2.

D. (6 punti). Dare la definizione di trasformata di Fourier di una funzione
L' (R™). Quindi enunciare con precisione e dimostrare le proprieta della trasfor-
mata di Fourier che riguardano: trasformata di una derivata; derivata di una
trasformata. Gli enunciati sono richiesti per funzioni di n variabili e derivate di
ordine qualsiasi; le dimostrazioni sono richieste solo per funzioni di una variabile
e derivata prima.

Risposta: v. libro di testo, § 7.1.1.



Svolgere i seguenti esercizi

1. (5 punti). Classificare le singolarita della seguente funzione e calcolare
il residuo in ogni punto di singolaritd non essenziale.

cos (gz) cos (g)

(62271 _ 1) (Z + 3)2 '

f(z)=

Studiamo i punti (dove si annullano i vari denominatori):
z=02==+1;z=-3.

Per z — 0, .
™
F~ e (5):

e z = 0 & una singolarita essenziale per la presenza del fattore cos (g) .
Per z — 1,

— cos (gz) — Cos (gz) — cos (gz)
1

T~ a6 - oD )6~ -1 R

e per De L’Hospital,

lim — cos (gz ~ lim 5 sin (52) _ 17
z—1 (Z — 1) 32 z—1 32 64

percio z = 1 & una singolarita eliminabile e Res (f (z),1) = 0.
Analogamente, Per z — —1,

— cos (gz) B — cos (gz) N cos (gz)

T~ o oG 0i " Grs

e per De L’Hospital,

cos (% —Zsin (5
im (52) — lim 5 sin (52) -
z——1 (Z+1)8 z——1 8 16
percid z = —1 ¢ una singolarita eliminabile e Res (f (z),1) = 0.
Per z — -3,
cos (%z) cos (g) 1 cos (%z)
f(z)~ 2~ ’

(8 —1)(z+3)* (5=1)2 (z43)*

Poiché se g (z) = cos (3z) si ha g(=3) = 0,4’ (2) = —Zsin(%z),¢' (-3) =
5, si ha

cos (gz) ~ g (z+3),

percio

1@~ (e8—1)2'(zi3)



e z = —3 & un polo del prim’ordine. Inoltre

Res (£ (), ~3) = lim, (= +3) £ () = 7=

2. (5 punti). Si vuole calcolare la trasformata di Fourier di
f(z) = ze 27l gin (27z) .

a. Osservando la funzione f (), prima di eseguire qualsiasi calcolo, dire cosa
& possibile prevedere su f({) in base alla teoria, riguardo ai seguenti punti:

se f ¢ reale, immaginaria pura, o nessuna delle due; se f ¢ pari, dispari,
o nessuna delle due; che regolarita avra f; con che velocita tendera a zero f.
Giustificare tutte le affermazioni fatte.

b. A partire dalla trasformata di Fourier considerata nota

P © = T

calcolare quindi ]?applicando opportune proprietd della trasformata di Fourier
(senza calcolare integrali, ma giustificando i passaggi), e semplificare I’espressione
trovata .

a. f & reale e pari, quindi f sara reale e pari. f € L! (R) e z"f (z) € L' (R)
per ogni n, quindi f € C*(R) N C?(R). Esiste f” € C?(R) N L' (R), f”
derivabile a tratti, quindi f (£) = o (1/£%) per £ — +oo.

b. Per la formula della dilatazione,

f(e""””') (&= %7 (efm) <§> - ;1+427r2§f = 1+1r2§2'

Per la formula della derivata della trasformata,

2|z . 1d 1 1 2r’¢ o amé
.7:(.’176 ) (5) - 27 df (1 +7T252> - 2713 (1 +7T2§2)2 - (1 +ﬂ_2€2)2~

Per la formula della trasformata di f (x)e?™%

2mix
— ~ ~

F (4 ()sin2ma)) (€)= 7 (£ (0) 5 ) 0 = 5 (Fe -1 - Fie+ )

—im -1 a €+1)
2 (1 + 72 (€ — 1)2)2 (1 + 72 (€ + 1)2>2

F (e sin (272)) (&) =

_.T E-1 B E+1
2\ (@+n2(e+1) —2n2)°  (Q+w2(E2+1)-2n28)° )



3. (5 punti). a. Risolvere, col metodo della trasformata di Laplace,
I’equazione integrale

mw+£<9a—ﬂ+mywm7=fm

nella funzione incognita y, per un generico termine noto f supposto L-trasformabile.
b. Successivamente, determinare la soluzione corrispondente a f (t) = 5,
semplificando ’espressione ottenuta.
[Suggerimento: per svolgere il punto b conviene non applicare la formula
trovata nel punto a per y (t), ma...].

a. Applichiamo la trasformata di Laplace, ponendo Y (s) = L (y (t)), F (s) =
L(f(2)):

VYo (542 =F 0

s2 s

Y (s) <1+§+892> = F (s)

Y (s) = F(s) <52+865+9> — F(s) (1-(?‘9:3?2)

6(s+3)—9

=F(s)— F(s) (5+3)2

6s+9 6(s+3)-9 6 9

= - =L (6e 4 —9te 3!
(s +3)° (s+3)° s+3  (s+3)° ( )

y(t)=f () — (6" —9te ") « £ (1)

10



b. Se f(t) =5 si trova:

Y (s) = F(s) (SQ:GZH)) =Y(s) = g (52 +8625+9) T (s is3)2

(s+3 15 5 15

(s+3)° (s+3)° (s+3) (s+3)?
— £ (e — 15t )

percio

11



Esame di Metodi Matematici per I'Ingegneria

Recupero 1¢ prova in itinere. Febbraio 2022
A.A. 2021/2022. Prof. M. Bramanti Dom .....
Svolgimento Dom .....

Punti

Domande di teoria (rispondere a 3 domande su 4, a propria scelta)

A. (6 punti). Fare esempi di successioni di funzioni f,, : I C R — R tali
che f, — fe..

a. fp converge puntualmente ma non uniformemente. (Giustificare 'affermazione
fatta).

b. f, converge uniformemente. (Giustificare l’affermazione fatta).

¢. fn sono continue ma f & discontinua

d. f, sono limitate ma f ¢ illimitata

e. fn sono derivabili ma f non ¢ derivabile.

Risposta: v. libro di testo, §.1.2.1, 1.2.2.

B. (6 punti). Dopo aver richiamato la definizione delle funzioni trascen-
denti elementari nel campo complesso e*,sin z, cos z, Sh z, Ch z:

a. dimostrare che si tratta di funzioni olomorfe in tutto il piano complesso;

b. ricavare le formule per la derivata di sin z, Sh z;

c. calcolare parte reale, parte immaginaria e modulo delle funzioni sin z, Sh z
come funzioni di z,y, mostrando in particolare che le funzioni sono illimitate e
determinando i loro zeri nel piano complesso e il loro periodo.

Risposta: v. libro di testo § 6.4.2, dispensa integrativa § 2, 3.

C. (6 punti). Enunciare con precisione ¢ dimostrare il teorema di rego-
larita delle funzioni olomorfe e la formula integrale di Cauchy per le derivate.
Risposta: v. dispensa integrativa, § 4.

D. (6 punti). Dopo aver richiamato la definizione di singolarita isolata,
singolarita eliminabile, polo di ordine n, enunciare e dimostrare il teorema che
descrive il comportamento di una funzione in un intorno di un punto di singo-
larita eliminabile o di un polo (prolungabilita olomorfa di opportune funzioni).

Risposta: v. libro di testo, § dispensa integrativa, §5.

12



Svolgere i seguenti esercizi

1. (5 punti). Determinare liarmonica coniugata v (z,y) della seguente
funzione u (z,y), armonica in tutto il piano:

u(z,y) = e {(z* — y*) cosy — 2aysiny} .

Quindi, riconoscere la funzione f (z + iy) = u (x,y) +iv (z,y) come funzione
della variabile complessa z = x + 4y (e non solo come funzione di z,y).

Cerchiamo v (x,y) per cui si abbia:

Uy = Vy
Uy = —Uy

Calcoliamo:

ug (2,y) = cosy - 0, (e (¢% — %)) — 2ysiny - 8, (")
cosy (e% (a2 —y? +2z)) — 2ysiny (e” (z + 1))
=e"{(2> —y* +2z) cosy — 2 (z + 1) ysiny}.

uy (z,y) = e - 0, {(:E2 - y2) cosy — Q:Bysiny}
=e” {_;CQSiny— 2ycosy+y2siny — 2xsiny — Qscycosy}
=" {(~a? +y® - 2z) siny — 2(1 +z) ycos y}

Uy (m7y):ux:e‘”{(x2—y2+2m) cosy —2(z+1)ysiny}
v(w,y):/e“J{(mQ—y2+2x)cosy—2(w+l)ysiny}dy
:em{(332+2a:)/Cosydy—/yzcosydy—Q(m—&—1)/ysinydy}
:ex{(x2+233) siny — [yQSiny—/Zysinydy} —2(x+1)/ysinydy}
:e””{(mz—&-?m) siny—y2siny—2x/ysinydy}
/ysinydy: —ycosy—l—/cosydy: —ycosy +siny

v(z,y) = e* {(¢° + 2z) siny — y*siny — 22 (—y cosy + siny) }
=" {(2® — ) siny + 2zy cosy} + g (z).

vy (z,y) :e"‘”{(:r2 — 2 —|—2x) siny+2(w+1)ycosy} +d (x)
=—uy =" {(2° —y* +2z) siny + 2 (1 + z) ycos y }

13



quindi ¢’ () = 0, g =cost. (che possiamo scegliere 0), e
v(z,y) =e” {(x2 - y2) siny + 2zy cosy} .

Percio
fx+y) =utiv=e" {(332 — y2) cosy — 2xy siny}—&—ie‘” {(372 — y2) siny + 2zy cosy} .
In particolare, per y = 0 abbiamo

f (x) = e"z? per ogni z € R
e per il principio di indentita delle funzioni olomorfe, questo significa che

f(2) = €*2? per ogni z € C.

2. (5 punti). Classificare le singolarita della seguente funzione e calcolare
il residuo in ogni punto di singolarita non essenziale.

)= cos (gz) cos (g)
1) (ezz—l—l) (z+3)2.

Studiamo i punti (dove si annullano i vari denominatori):
z=0;z==x1;2=-3.

Per z — 0, .
f(Z) ~ mcos (;) y

e z = 0 ¢ una singolarita essenziale per la presenza del fattore cos (g) .

Per z — 1,
£(2) ~ — cos (gz) _ — cos (%z) — cos (% )
(Z2-1)16 (z—1)(2+1)16  (z—1)32
e per De L’Hospital,
lim — cos (gz) o 5 sin (gz) _ T
z—1 (Z — ].) 32 z—1 32 647
percid z = 1 & una singolarita eliminabile e Res (f (2),1) = 0.
Analogamente, Per z — —1,
£2) — cos (gz) _ —cos (gz) _ cos (gz)

T@oD4 T z-D(E+D4 (z+1)8
e per De L’Hospital,
cos (gz) .. —5sin (gz) T

im —2—2 = lim —=——224 = —,
z——1 (Z+ 1)8 z——1 8 16

14



percio z = —1 & una singolarita eliminabile e Res (f (z),1) = 0.
Per z — -3,

jus

£(2) ~ cos (22) cos (g) N 1 ~cos (gz) .
(8 —1)(z+3)7 (¥-1)2 (243)°

Poiché se g (z) = cos (5z) si ha g(=3) = 0,4’ (z) = —Zsin (%2),¢ (-3) =
5, si ha

T T
Ccos (52) ~ 5 (z+3),
percio
1 3
TE~ -2 ey
e z = —3 & un polo del prim’ordine. Inoltre
Res (f (), —3) = lim (= +3) f () = ﬁ

3. (5 punti). Calcolare il seguente integrale, utilizzando il metodo dei

residui: )
I= / —C(fsz( ™) g
% (@ +i) (a2 +3)

(Riportare impostazione e passaggi, e semplificare il risultato ottenuto).

2mix —27i
e 7T’L.T+€ TiT

2

1 627T’iili 67271'1’:1: 1
I=- /#dx+/#dm =-(h+1).
2 | e (x+1i) (22 +3) R (x+1)° (22 +3) 2

Possiamo calcolare I, Is col metodo dei residui.
Calcoliamo i poli.

Scrivendo cos (27x) = abbiamo

(z41)? (2> +3) = 0 per z = —i (polo del second’ordine) e z = +iv/3 (poli del prim’ordine).

2miz

I, = 2mi Res <6Z\/§>

(z+1i)* (22 +3)

o ( 627riz > 5 { e—2\/§7r }
= 271 _— = —4T
72 ) (1+3)” (20V3)
e—2\/§7r

— M —.
43+ 6

15



e—27ri$
I, = / o,
R (z+14) (22 +3)
—2miz —2miz
_ _27T’L Res @2—, —’L + ReS 62—7 _Z 3 .
—2miz —2miz !
Res ?2—7 —i) = (62)
GHiP (2 +3) SRR

= | g 2miz —2mi (z2 + 3) —2
(2% +3)° Je=—i

_on Wik 2 -2 41
= 1 = 9 ’
R ( 6_271-1',2 . 3> ( 6_27Tiz )
es| —— I N
N2 o ’ )’
(z+1)" (2* +3) (z+0)722/,_ s
6—2\/571'

C(1-v3)’ (2iv3)

. —2\/§7r
I, = —2mi {ie_% e + : ? }
2 (1-+3) (2iv3)

, e—2V3n
- e T(1-2m)— —=—— 1.
4 =2m =3 5%

In definitiva,

1 ™
2(11+Iz)—2<

~
Il

e—2\/§7r 9 6_2\/§ﬂ—
S yer(-2m) - —
4V3+6 ( QRNER

(e‘”’ (1—2m) — e72V3" (4\;— 6 4\/§1+ 6))
(ezw (1-2m)— 2\3/362‘/5”) .

[N

|
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Esame di Metodi Matematici per I'Ingegneria

Recupero 2% prova in itinere. Febbraio 2022
A.A. 2021/2022. Prof. M. Bramanti Dom .....
Svolgimento Dom .....

Punti

Domande di teoria (rispondere a 3 domande su 4, a propria scelta)

A. (6 punti). Definire gli spazi L? () su uno spazio di misura astratto,
per p € [1,00] (distinguendo il caso p < 00 e p = ) e illustrarne le principali
proprieta studiate (in particolare, ma non solo, la disuguaglianza di Holder).
Quindi enunciare e dimostrare le relazioni di inclusione che valgono tra spazi
L? (Q) quando 2 ha misura finita.

Risposta: v. libro di testo, § 2.4.

B. (6 punti). Enunciare e dimostrare il teorema di Pitagora negli spazi
vettoriali con prodotto scalare per un numero finito di vettori. Quindi enunciare
e dimostrare la versione di teorema di Pitagora che vale in uno spazio di Hilbert
per una successione di vettori.

Risposta: v. libro di testo, § 4.1, 4.2.

C. (6 punti). Dare la definizione di trasformata di Fourier di una funzione
L' (R™). Quindi enunciare con precisione e dimostrare le proprieta della trasfor-
mata di Fourier che riguardano: trasformata di una derivata; derivata di una
trasformata. Gli enunciati sono richiesti per funzioni di n variabili e derivate di
ordine qualsiasi; le dimostrazioni sono richieste solo per funzioni di una variabile
e derivata prima.

Risposta: v. libro di testo, § 7.1.1.

D. (6 punti). Dopo aver ricordato la definizione di trasformata di Laplace
e ascissa di convergenza, enunciare con precisione e dimostrare le proprieta che
riguardano la L-trasformata della convoluzione e della funzione integrale.
Risposta: v. libro di testo, § 8.1, 8.2.
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Svolgere i seguenti esercizi

1*. (5 punti). Si vuole calcolare la trasformata di Fourier di

1

(TR

a. Osservando la funzione f (), prima di eseguire qualsiasi calcolo, dire cosa
& p0851b11e prevedere su f (€) in base alla teoria, riguardo ai seguenti punti:

se f ¢ reale, immaginaria pura, o nessuna delle due; se f ¢ pari, dispari,
o nessuna delle due; che regolarita avra f ; con che velocita tendera a zero f
Giustificare tutte le affermazioni fatte.

b. Calcolare quindi f e riscrivere I’espressione trovata nella forma piu sem-
plice.

a. f non ¢ né pari né¢ dispari, non mi aspetto particolari simmetrie da f
feL'(R)ex?f(x) € L' (R), quindi f € C? (R)NC? (R). Per ognin = 1,2, 3...
esiste f(™ € C%(R)N L' (R), quindi f(f) =0 (1/&™) per £ — +oo.

b. Calcoliamo i poli.

(z+14)? (2> +3) = 0 per z = —i (polo del second’ordine) e z = +iv/3 (poli del prim’ordine).

Per £ >0 e&:
R 7271'159:

=) ——————dx
S / (z+14)* (22 +3)

—2771{2 e—QTrifz
= —2mi < Res ;=1 | +Res | ——————F——,—1V3 .
(z+1) (z2+3) (z41)" (22 +3)

e—27‘ri§z e—27ri§z !
Res | —— =~ —1| = <2>
(z+14)" (22+3) (22+3)/ /o,

B <e—2’”'52 —2mi€ (2% +3) — 2z>
- 2
(zQ + 3) p—

—4Ami& + 24 -2 1
— 672775 7”6+ v ?:6727‘—6 7T€+ )

4 2

—2milz —27i€z
() ()
(z41)" (22 +3) (z4+1)" 2z Jem—iv3

B e—2V/3m¢
(1= v3) (2v3)
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F(&) = —2mi {ie—zws —27m§ + 1 o~ 2v/3rE }
2 (1-+3)" (2iV3)
- {5 (1 - 2m) - “} |
4/3-6
Per ¢ < 0 si ha:

6727r7,£z

F(6)=2miRes | ——————
7 ((z+i)2 (22 +3)

omi e—2mitz o 62\/577.5
= 2mi — = —2m
+i)22), . q (1+v3)” (2iV3)

62\/§7T€
=T
4/3+6
—on —2V37¢
S 77{625(1—27r§)—m} per £ >0
f(f) - 62\/§ﬂ§
T per £ <0

Si osserva che la trasformata di Fourier ¢ reale (cosa non prevista a priori).

20

2. (5 punti). Si vuole calcolare la trasformata di Fourier di
f(z) = ze 2ol gin (27z) .

a. Osservando la funzione f (x), prima di eseguire qualsiasi calcolo, dire cosa
& possibile prevedere su f(g) in base alla teoria, riguardo ai seguenti punti:

se f é reale, immaginaria pura, o nessuna delle due; se f ¢ pari, dispari,
o nessuna delle due; che regolarita avra f; con che velocita tendera a zero f.
Giustificare tutte le affermazioni fatte.

b. A partire dalla trasformata di Fourier considerata nota

F () =
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calcolare quindi fapplicando opportune proprieta della trasformata di Fourier
(senza calcolare integrali, ma giustificando i passaggi), e semplificare I’espressione
trovata .

a. f ¢ reale e pari, quindi f sara reale e pari. f € L' (R) e 2" f (z) € L' (R)
per ogni n, quindi f € C*(R) N C? (R). Esiste f” € C?(R) N L' (R), f”
derivabile a tratti, quindi f (£) = o (1/£3) per £ — +oc.

b. Per la formula della dilatazione,

F (672‘””') €)= %}— (eilwl) (g) - %1 _|_427T2§42 1 —i—ierQ'

Per la formula della derivata della trasformata,

1 d 1 1 2m2¢ _ 1€
2wt d€ \ 1+ w2€2

F (ze’"'z‘) (©) = Toomi (14 a2e2)? (14 n2e)?

Per la formula della trasformata di f (z)e?™%%

F (4 )sin2ma)) (€)= 7 (£ (0) ) 6 = 5 (T~ - Fle+ )

—ir -1 €+
2t (1+7T2 (5_1)2>2 (1—}—772 (§+1)2)2

F (:ce_mml sin (27”5)) (€)=

T E—-1 E+1
o2\ (1+m2(E@+1) 2267 (1+m2(241)—2n2)% )

3. (5 punti). a. Risolvere, col metodo della trasformata di Laplace,
I’equazione integrale



nella funzione incognita y, per un generico termine noto f supposto L-trasformabile.
b. Successivamente, determinare la soluzione corrispondente a f (t) = 5,
semplificando ’espressione ottenuta.
[Suggerimento: per svolgere il punto b conviene non applicare la formula
trovata nel punto a per y (t), ma...].

a. Applichiamo la trasformata di Laplace, ponendo Y (s) = L (y (t)), F (s) =
L(f(2):
3qg+y@<9+6>zp@

s2 s

}%@G+§+;>:F@

g2 6s+9
V(=P (aegs) = PO (1‘<s+3>2>

6(s+3) =9

=F(s)— F(s) 513

6s+9 6(s+3)-9 6 9

(s + 3)2 - (s + 3>2 s+3 (s + 3)2 =L (66—4t — 9te—3t)
y(t) = f(t)— (6e™* —9te™") x f ()
b. Se f(t) =5 si trova:

Y(s) = F(s) (QSQJF(S(;H) =Y(s) = g (52 +8623+9) T (s i83)2

(s+3) 15 5 15

(s+3)° (s+3)° (+3) (s+3)
=L (5e7% — 15te?")

percio
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