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Domande di teoria (rispondere a 3 domande su 4, a propria scelta)

A. (6 punti). Enunciare il teorema della convergenza dominata per U'integrale
di Lebesgue. Fare esempi di applicazioni teoriche del teorema della convergenza
dominata incontrate nel corso, enunciando con precisione uno o piu teoremi
nella cui dimostrazione si utilizza il teorema della convergenza dominata e di-
mostrando uno di questi risultati.

B. (6 punti). Dopo aver richiamato la definizione di spazio di Hilbert e di
sistema ortonormale (finito), enunciare e dimostrare il teorema della proiezione
su un sottospazio finito dimensionale di uno spazio di Hilbert.

C. (6 punti). Si consideri ’equazione di Laguerre
zy"+(1—2)y + dy=0 perze (0,+0).

Dopo averla riscritta nella forma di problema di Sturm-Liouville singolare (per-
ché non & regolare?), dimostrare che gli autovalori sono non negativi e le autofun-
zioni relative ad autovalori distinti sono tra loro ortogonali in L2 ((0, +00) , e~ %dzx).

D. (6 punti). La trasformata di Fourier in L? (R™): dopo aver definito lo
spazio S (R™) delle funzioni a decrescenza rapida e averne enunciato le proprieta
(senza dimostrazione), dimostrare come sfruttando queste proprieta & possibile
definire la trasformata di Fourier di una funzione L? (R™).



Svolgere i seguenti esercizi

1. (5 punti). Si vuole calcolare la trasformata di Fourier di

1
f @) = (z2 + 1)2 (22 42)

a. Osservando la funzione f (), prima di eseguire qualsiasi calcolo, dire cosa
& possibile prevedere su f(ﬁ) in base alla teoria, riguardo ai seguenti punti:

se f é reale, immaginaria pura, o nessuna delle due; se ]? é pari, dispari,
o nessuna delle due; che regolarita avra f; con che velocita tendera a zero f.
Giustificare tutte le affermazioni fatte.

b. Calcolare quindi f e riscrivere I'espressione trovata nella forma pit sem-
plice.

2. (4 punti). a. Supponendo nota la trasformata di Fourier F (ﬁ) ) =

%6_2‘"""5' (per a > 0) calcolare, in base a proprieta note della trasformata (e
non calcolando lintegrale),

T
F (M) (per a > 0)

b. In base ai risultati del punto precedente, calcolare la trasformata

1 T

dopo aver previsto in base alla teoria le sue proprietad (per quanto & possibile
prevedere dalle proprieta della convoluzione).

¢. Dedurre dai risultati del punto precedente quanto vale la convoluzione
ﬁ * T (senza calcolare nuovi integrali). Giustificare i propri passaggi.

3. (6 punti). Si consideri I'equazione integrodifferenziale di un circuito
LCR in serie:

Li'(t)JrRi(t)Jré (qur/[)ti(T)dT) = (t)

con L =0.5,C =0.1,R =2,qy = 4 e condizione iniziale i (0) = 1.

a. Utilizzando il metodo della trasformata di Laplace, scrivere esplicitamente
la formula risolutiva che assegna la corrente i (¢) nel circuito, per una generica
tensione v (¢) Laplace trasformabile.

b. Si consideri ora il caso

v(t) = e_QtX(O

)(t)

Prevedere, prima di risolvere I’equazione, in base alla regolarita del dato v ()
e alla struttura dell’equazione, la regolarita che si attende per i(t). Quindi
ottenere la soluzione esplicita i (t) corrispondente a questo dato.
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Svolgimento

Domande di teoria (rispondere a 3 domande su 4, a propria scelta)

A. (6 punti). Enunciare il teorema della convergenza dominata per I'integrale
di Lebesgue. Fare esempi di applicazioni teoriche del teorema della convergenza
dominata incontrate nel corso, enunciando con precisione uno o piu teoremi
nella cui dimostrazione si utilizza il teorema della convergenza dominata e di-
mostrando uno di questi risultati.

Risposta: v. libro di testo, §2.3.3 (e altri paragrafi per le appli-
cazioni).

B. (6 punti). Dopo aver richiamato la definizione di spazio di Hilbert e di
sistema ortonormale (finito), enunciare e dimostrare il teorema della proiezione
su un sottospazio finito dimensionale di uno spazio di Hilbert.

Risposta: v. libro di testo, §4.3.

C. (6 punti). Si consideri ’equazione di Laguerre
zy"+(1—2)y + dy=0 perze (0,+0).

Dopo averla riscritta nella forma di problema di Sturm-Liouville singolare (per-

ché non & regolare?), dimostrare che gli autovalori sono non negativi e le autofun-

zioni relative ad autovalori distinti sono tra loro ortogonali in L? ((0, +00) , e~ %dzx).
Risposta: v. libro di testo, §4.7.2.

D. (6 punti). La trasformata di Fourier in L? (R"): dopo aver definito lo
spazio S (R™) delle funzioni a decrescenza rapida e averne enunciato le proprieta
(senza dimostrazione), dimostrare come sfruttando queste proprieta & possibile
definire la trasformata di Fourier di una funzione L? (R™).

Risposta: v. libro di testo, §7.4.1-7.4.2.



Svolgere i seguenti esercizi
1. (5 punti). Si vuole calcolare la trasformata di Fourier di

1
(22 + 1) (a® +2)

a. Osservando la funzione f (x), prima di eseguire qualsiasi calcolo, dire cosa

fla) =

& possibile prevedere su f(f) in base alla teoria, riguardo ai seguenti punti:

se f ¢ reale, immaginaria pura, o nessuna delle due; se f ¢ pari, dispari,
o nessuna delle due; che regolarita avra f; con che velocita tendera a zero f.
Giustificare tutte le affermazioni fatte.

b. Calcolare quindi f e riscrivere l’espressione trovata nella forma piu sem-
plice.

a. f & reale e pari, f sara reale e pari. f € L' (R) e 2*f (z) € L' (R), quindi
feC*(R)NCY(R). Per ogni n = 1,2,3 esiste f™ € C? (R)N L' (R), quindi
f(€=0(/") per { — £00.

b. Calcoliamo f (§) per € > 0 col metodo dei residui, e poi simmetrizziamo.

(22 + 1)2 (z2 +2) =0 per z = +iv/2 (polo del prim’ordine) e z = i (poli doppi).
Per £ >0 é&:

,\( ) / 672m'§m p
= :1:
e R (22 +1)% (22 +2)
—2milz —27i€z
— —27i { Res . ,—iv2 | + Res . i)
(2241)7 (224 2) (2241)7 (224 2)
—2mifz —27ifz —42nm¢
Res € 5 ,—iV2 | = 672 = 67.
(22+1)" (22 +2) (22 +1)% 22 iV —2iV/2

. o2tz . T !
es ==
(22 +1)% (22 4 2) (z =) (224 2) .

—omig (2 —i)? (22 4+ 2) — (2 (z—i) (22 +2) + 22 (2 — i)2)
(z—i)* (22 +2)°
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Simmetrizzando pari si ha:

}

2. (4 punti).
a. Supponendo nota la trasformata di Fourier:

F <1> (&) = Zem2malél (per a > 0)

a? + x2 a

calcolare, in base a proprieta note della trasformata (e non calcolando 'integrale),

x
F (M) (per a > 0)

b. In base ai risultati del punto precedente, calcolare la trasformata

1 T
f(4+x2 i 1+x2>

dopo aver previsto in base alla teoria le sue proprietad (per quanto & possibile
prevedere dalle proprieta della convoluzione).
¢. Dedurre dai risultati del punto precedente quanto vale la convoluzione

1 T
I
4422 1422
(senza calcolare nuovi integrali).

Giustificare i propri passaggi.

a. In base alla formula della derivata della trasformata,
x 1 d/m _, |§|) 1 9
v - = (z Ta — Z(—9 ( 7ra|§|)
d <a2 + x2> © = Sride (ae Tomia (e sen (¢)
= —mie 2"¢l ggn &) .




b. La funzione ﬁ ¢ L' (R) e reale pari, la funzione =25 ¢ L? (R) e reale
dispari, la funzione ﬁ * Tz sard L? (R) e reale dispari, la sua trasformata
sara L? (R) (ci aspettiamo discontinua), immaginaria pura e dispari. Si ha:

! z T o—2m2le] e~ 2rle]
(e ) © = 5 (orie )
2
= f%ie*&rlgl sgn (€).

c. Poiché

(a7 i) 0= (3) (riems0000) = 17 () ©

si avra
1 T T

1+22 1+22 2(9+22)

3. (6 punti). Si consideri I’equazione integrodifferenziale di un circuito
LCR in serie:

Li'(t)—l—Rz'(t)—l—é (qo+/otz‘(7)d7> = (t)

con L =0.5,C=0.1,R=2,q0 = 4 e condizione iniziale i (0) = 1.

a. Utilizzando il metodo della trasformata di Laplace, scrivere esplicitamente
la formula risolutiva che assegna la corrente i (¢) nel circuito, per una generica
tensione v (¢) Laplace trasformabile.

b. Si consideri ora il caso

v(t) = efgtx(o’%) (t).

Prevedere, prima di risolvere ’equazione, in base alla regolarita del dato v ()
e alla struttura dell’equazione, la regolarita che si attende per i(t). Quindi
ottenere la soluzione esplicita i (t) corrispondente a questo dato.

a. Riscriviamo ’equazione:

%i’(t)—&-%(t}—s—lo <4+/0t¢<7)d7> — o (8):i(0) =1

e applichiamo la trasformata di Laplace, ponendo I (s) = L(i(t)),V (s) =

Lw():
%(s[(s)—l)—k?](s)—i—lo <§+IS)) —V(s)
1(s) <s+2+180) :V(s)+1—4?0

52 +4s5+20 s — 80




25 s —80
I(s)=V(s)-
() =V(s) (32+4s+20)+<82+4s+20)
4

25 (S * 2> —2t —2t -
= - =L(2 4t) — At
s2 +4s5+20 (s+2)2+42 ( )2 e ( e cos ( ) e sin ( ))
s—80 _  (s+2) 82 4

41
= =L tcos (4t) — —e %t sin 4t)
s2+45+20 (5422442 4 (s+2)7 442 ( (41) 2 (41)

i(t) = e %" (2cos (4t) — sin (4t)) x v (t) + e~ (cos (4t) — 4?1 sin (4t)>
— / e 20T (2cos (4 (t — 7)) —sin (4 (t — 7)) v (7) dr + e~ % (cos (4t) — % sin (4t)> .

0

b. Poiché v (t) ¢ discontinua in ¢ = 7, ci aspettlamo soluzione 7 (t) continua
e derivabile a tratti, ma non derivabile nel punto ¢ = 7.
41 ¢
i(t) =e % (cos (4t) — 5 sin (4t)) +e? / e* (2cos (4 (t — 7)) —sin (4 (t —71))) e_sz(O ) (r)dr
0 :

== (Cos (4t) — 451 sin (4t)) +9(t)

con
= =t<i e [ (2cos (4 (t — 7)) —sin (4 (t — 7)) dr
T\ set>1 =2 [T (2c0s (4(t — 7)) —sin (4 (t — 7)) dr
) oset< T e [—%sin(4(t—7‘))—icos(él(t—r))]g
set>T e 2 [—lsin(4(t—7)) - teos(d(t—7))];"
[ set<Z e 2[4 Lsin(4t) + & cos (4t)]
T set>7% e % [sin(4t) + 5 cos (41)]
i ={ t<Z e 2 (cos(4t) — ? sin (4t)) + e 2 [+ 2 sm (4t) + 1 cos (4t)]
T set>% e % (cos(4t) — G sin (4t)) + e_Qf sm (4t) + 5 cos (41)]
set< T e 2[2cos(4t) — 20 sin (4t) — 1]
T set>IT e ! cos (4t) — 32 sin (4t)]
1 2 )

!
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