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Cognome e nome (in stampatello)

codice persona (o n°di matricola)

n°d’ordine (v. elenco)

1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy
{ y =y

y(1)=3

e determinare 'intervallo pitt ampio su cui e definita la soluzione.

2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere 'integrale generale dell’equazione

y"' +y + 2y = e’ sinx.
Per risolvere ’equazione completa si richiede di usare il metodo dell’esponenziale complesso.

3. Curve e integrali di linea
Si consideri ’arco di curva piana v di equazione parametriche:

— 20 per 0 [_E q
p = Rcos” 0 per 0 € 55

con R costante positiva. Calcolare I’elemento d’arco ds e 'integrale di linea:

/ |sin 0] ds,
gl

semplificando le espressioni trovate.



4. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

f (@ y) = { L) per (2,y) £ (0,0)
0 per (z,y) =

a. Stabilire se f ¢ continua in (0,0).

b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0,0).
c. Stabilire se f ¢ differenziabile nell’origine.

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

5. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili
Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione, studiarne la natura
(cioé decidere se sono punti di minimo, massimo, o sella).

3

z? T
f(z,y) =19 (?—x+1)+§+x2—3x.
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1. Calcolare 'integrale doppio

// |:z: —yz‘da:dy
Q

con Q = {(z,y) : |x| <1,|y| < 1}. Siraccomanda di fare una figura e sfruttare le simmetrie.
Riportare impostazione e passaggi.

2. Calcolare il momento d’inerzia rispetto all’asse z del solido
Q= {(x,y,z) P A< R > 0}
avente densita
d(x,y,2) = (1+i)ﬂ
) ) R R3 Y
dove R, i1 sono costanti positive aventi le dimensioni di lunghezza e massa, rispettivamente.

3. Calcolare il lavoro del campo vettoriale piano

E(x,y) = (ya —J])

(22 + y2)”
lungo 'arco di curva - espresso in forma polare dall’equazione
p=Re 0 ¢c[r 2n],

con R > 0 costante.



4. Sia ¥ la superficie ottenuta facendo ruotare attorno all’asse z la curva ~ che nel piano zz
di equazioni parametriche:
= ¢2
{ v tell,2

z=logt

Dopo aver scritto le equazioni parametriche di v e di Y, I'elemento d’area di 3, e aver
individuato gli eventuali punti singolari della superficie, calcolare 'integrale

[ [wlas

5. Si consideri la funzione 4-periodica definita in [0, 2| da

[ 2* per z €0,1]
f(x)—{ 1 per x € [1,2]

e riflessa pari in [—2,0].

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, semplificare opportunamente I’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.
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1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy
{ y =y

y(1)=3
e determinare 'intervallo pitt ampio su cui e definita la soluzione.

2. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

f(z,y) = { ) per (2,y) 4 (0,0)
0 per (z,y) =

a. Stabilire se f ¢ continua in (0,0).

b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0,0).

c. Stabilire se f ¢ differenziabile nell’origine.
Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

3. Curve e integrali di linea
Si consideri I'arco di curva piana vy di equazione parametriche:

p = Rcos®0 per 0 € [_g’ g}

con R costante positiva. Calcolare I’elemento d’arco ds e 'integrale di linea:

/]sin9| ds,
gl

semplificando le espressioni trovate.




4. Integrali tripli
Calcolare il momento d’inerzia rispetto all’asse z del solido

Q:{(a:,y,z):$2+y2+z2§R2,220}

avente densita

)= (1 2) £

dove R, i sono costanti positive aventi le dimensioni di lunghezza e massa, rispettivamente.

5. Serie di Fourier
Si consideri la funzione 4-periodica definita in [0, 2] da

[ 2? per z €0,1]
f(:v)—{ 1 per z € [1,2]

e riflessa pari in [—2,0] .

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa ¢ possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa ¢é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, semplificare opportunamente ’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.
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1. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione
y' +y + 2y =e"sinz.
Per risolvere ’equazione completa si richiede di usare il metodo dell’esponenziale complesso.

2. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili
Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione, studiarne la natura
(cioé decidere se sono punti di minimo, massimo, o sella).

x? 3
f(x,y) =9? (7—:5%—1) +§+x2—3a:

3. Integrali doppi
Calcolare 'integrale doppio

// |x —yQ‘da:dy
Q

con = {(x,y) : |z| <1,]y| < 1}. Siraccomanda di fare una figura e sfruttare le simmetrie.
Riportare impostazione e passaggi.



4. Campi vettoriali
Calcolare il lavoro del campo vettoriale piano

E($>y> = <y7 _:U)

(a2 +y2)°

lungo 'arco di curva 7 espresso in forma polare dall’equazione
p=Re ™ 0cr 2n],

con R > 0 costante.

5. Integrali di superficie
Sia ¥ la superficie ottenuta facendo ruotare attorno all’asse z la curva ~ che nel piano xz di
equazioni parametriche:
{ = 1,2]
z=logt ’

Dopo aver scritto le equazioni parametriche di v e di Y, I'elemento d’area di 3, e aver
individuato gli eventuali punti singolari della superficie, calcolare 'integrale

[ [wlas
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Tot. | 33

1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy
{ y =y

y(1)=3
e determinare 'intervallo pitt ampio su cui e definita la soluzione.

Equazione a variabili separabili, il secondo membro ha senso per x > 0. Soluzione costante
dell’equazione ¢ y = 0, che non risolve il problema. Risolviamo:

d log?
-5
y X

I log® z

Y 3

+c.

Imponiamo la condizione iniziale y (1) = 3:

e la soluzione del problema & definita implicitamente dall’equazione

I log®z — 1
y 3
quindi:
B 3
V= 1—logdz’

Poiché = deve variare in un intorno di 1 e dev’essere # > 0 (dall’equazione) e log® z # 1,z # e,
dovra essere
z e (0,e).

Questo é l'intervallo massimale su cui é definita la soluzione.

2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

y' +1y +2y=e"sinx.
Per risolvere ’equazione completa si richiede di usare il metodo dell’esponenziale complesso.

9



o +a+2=0

= Avi

«

Integrale generale dell’omogenea:

z(x)=e2 (cl Cos (g@") + ¢y sin (ggg)) :

Metodo di somiglianza, notando che il termine noto non é soluzione dell’omogenea, poiché
e”sinz = Im (e”*9), consideriamo 1'equazione

w" + W' 42w = em(l—i-z)
e cerchiamo una soluzione particolare del tipo

w (I‘) _ Aex(1+i)
w' = A1+ i) e
w" = A(1+ i) e*(H)

Sostituendo nell’equazione si ha:

A{2i+1+i+2}=1

- = (1-9)

1 .
w(x) = G (1 —1i)estHD
quindi una soluzione particolare dell’equazione non omogenea reale é:
1
y(z)=Imw(z) = gew Im ((1 —4) (cosz +isinz))
1

= 66” (sinz — cosx).

Integrale generale dell’equazione completa:

y(z) = ée“’ (sinz —cosz) +e 2 <01 cos (gx) + cosin (gx>> :

3. Curve e integrali di linea
Si consideri I'arco di curva piana v di equazione parametriche:

— Rcos20 per 0 [_f q
P cos” ¢ per 0 € 99

10



con R costante positiva. Calcolare I’elemento d’arco ds e 'integrale di linea:

/|sin9| ds,
ol

semplificando le espressioni trovate.

P (0) = —2Rsinf cosd
[ O = p(6)" + o' (6)°
= R? (cos.4 0 + 4sin”  cos® 9)
= R%cos* 0 (cos2 6 + 4sin? 9)
ds = R|cos 0| V/cos? 0 + 4sin? 0d6

= R|cosf| V1 + 3sin? §df

/ sinf| ds = /2 R |cos 0] |sin 0] V1 + 3sin® §df
” _

us
2

= 2R/2 cosfsin v/ 1 + 3sin? 0db
0

1 3

— 2R {5 (1 + 3sin? 0)3/2]

0

14
3/2 —
R[4 1] o It

Nel i}

4. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

2 —y3) sin(z+y)
Py = D per (5,y) # (0,0)
0 per (z,y) = :
a. Stabilire se f ¢ continua in (0,0).
b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0,0).

c. Stabilire se f ¢ differenziabile nell’origine.
Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

a. Scriviamo:

2

3
T : Y| :
|f (z,y)] < R ISHn(arer)\+—!,L¢2+y2 |sin (z + )|

< sin (z +y)| + [y| — 0 per (z,y) — (0,0)

Percio
f(z,y) — 0 per (z,y) — (0,0)

11



e f & continua.

b.
r?sinx X
f(z,0)= 5 —sinz o~
af
'l -1
0.0
—y°siny : >
f(O,y)Z—y2 = —ysiny ~ —y
af
—(0,0) =0.
S (0.0

Quindi f ¢ derivabile in (0,0), con V£ (0,0) = (1,0).
c. Per definizione f ¢ differenziabile nell’origine se e solo se:

— 0 per (z,y) — (0,0).

(wz—y3) sin(z+y)
—— — X 2 _ 3 3 — 3 —_ 2
h (LC, y) _ z24+y? _ (I Y ) Si1 (l‘ + y) ZE Ty )

/22 4 12 (x2—|—y2)3/2

In particolare,
h (. 2) —223 1 23 1
1‘7 r)=--—-————7- — _—
92:2)%/? V2 |z]? :F\/§
(222)

Poiché h (x,z) non tende a zero, f non é differenziabile in (0, 0).

per x — 0*.

5. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili
Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione, studiarne la natura
(cioé decidere se sono punti di minimo, massimo, o sella).

3

2
f(z,y) =19 (%—I-i-l) —i—%—i—xz—i’)x

fo=9?(x—1)+2>+2r-3=0
f, =2y %2—:1:+1>=0

La prima equazione da

VEe-1+2*+20-3=y"(z-1)+@x-1)(@2+3)=@—-1) (¥’ +2+3) =0

che implica r = 1 0 2 = —3 — 32
La seconda equazione per x = 1 da y = 0, quindi (1,0).
La seconda equazione per x = —3 — y? da

3+12)°
2y <%+3+y2—|—1> =0=y =0, quindi x = —3, percid (—3,0).

12



I punti stazionari sono:

(1,0),(-3,0).
Calcoliamo la matrice hessiana.
v +2z+2  2y(z—1)

HI@9)= oy 2 - 1) 2(5 - +1)

Studiamo ora la natura dei punti stazionari:

Hf(1,0) = E ﬂ definita positiva,

(1,0) ¢ punto di minimo relativo.

Hf(-3,0)= {_04 5 (20+ 4)} indefinita,
2

(—3,0) punto di sella.

13
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1. Calcolare I'integrale doppio

// |a: —yﬂdwdy
Q

con 2 = {(x,y) : |z| <1,]y| < 1}. Siraccomanda di fare una figura e sfruttare le simmetrie.
Riportare impostazione e passaggi.

Per simmetria,

ALY LYY S >4 > Y>>

NG M) e
{L(roren 5T 2] yz;}ﬂ)dy}

/
/01(y4+1)dy}:2<%+1):%.

2. Calcolare il momento d’inerzia rispetto all’asse z del solido

Q={(z,y,2) : 2> +y*+ 2> < R* 2 >0}

avente densita 2\
5 y Y - (1 _) a0

dove R, i sono costanti positive aventi le dimensioni di lunghezza e massa, rispettivamente.

14



x4y ) dxdydz

2) («*
= / i % (// (:L’2 + yz) dxdy) dz
0 R 2242 <R2—22
R 2\ VRZI=22 ;
_/o (1+E>ﬁ<27/0 pdp | dz

! z\ 1 2
27’(’@ ; (1+E Z<R2_Z2) dz
R
v Z
=57 | (1+5) (" — 2R + RY) d=
e [ —5+z4 22°R—22°R*+ 2R*+ R' | d
2R3 J, \ R
oo (1 1 2 1
= "R -4----Z —+1
o (6 5 1 372"
T T 7 2
> 10 = 0™

3. Calcolare il lavoro del campo vettoriale piano
x
F(r,y) = — (y,—x
F(z,y) 1 g (y, =)
lungo I’arco di curva y espresso in forma polare dall’equazione
p=Re* 0¢cr2n],
con R > 0 costante.

Equazione parametrica di v
r(0) = (Re* cosf, Re *sin0)
' (0) = Re™® (—2cosf — sin ), —2sin 6 + cos )
R?e % cos? 0
F(r())=————Re % (sinf, — cosf
) =" o ( )

20
= % (sinf, — cosf).
Calcoliamo il lavoro.

T cos?f 98 . :
L= [ F-dr= —— (sinf, —cosf) Re " (—2cosf — sinf, —2sin 6 + cos §) d
. _ Re %

27
= / cos? (—2 cosfsinf — sin? 6 + 2sin 6 cos § — cos? 9) df

2m
= —/ cos? 0d) = ——.
. 2

15



4. Sia ¥ la superficie ottenuta facendo ruotare attorno all’asse z la curva ~ che nel piano zz
di equazioni parametriche:
= ¢2
{ v tell,2

z=logt

Dopo aver scritto le equazioni parametriche di v e di Y, I'elemento d’area di 3, e aver
individuato gli eventuali punti singolari della superficie, calcolare 'integrale

[ [wlas

7:{1;:@(15):752 tell,2.

z=>b(t) =logt
x = t?cosf

Y:q y=t*sinf tell,2],0€]0,2n].
z =logt

o (1) = 24,1 (t) = %
dS = |a ()| \/a' (t) + b (t)*dtdd

/ 1
42
=174/ 412 + t—2dtd0

= tV4tt + 1dtdo

Poiché ¢ € [1,2] non ci sono punti singolari.

//Z|y|dS: (/027r |sin0|d9> </12t3¢mczt)
— (4/Ogsin9d9> [i (4t4+1)3/2I

=4. L (653/2 — 53/2) - (653/2 _ 53/2) '

24

|

5. Si consideri la funzione 4-periodica definita in [0, 2] da

[ 2? per z € [0,1]
f(x)—{ 1 per x € [1,2]

e riflessa pari in [—2,0].

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle

simmetrie, semplificare opportunamente I’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.

16



Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.

a. La funzione periodizzata & continua su R e regolare a tratti (con punti angolosi). Percio
la serie di Fourier di f converge puntualmente a f in [—2, 2]. I coefficienti di Fourier saranno

o(3):

b. La funzione & pari, percio by = 0 per ogni k. Per calcolare gli a;, poiché T'= 4, w = %Tﬂ =7,
per k > 1 si ha:
2 T/2 4 T/2 2 T
a = — f (z) cos (kwzx) dr = — f (z) cos (kwx) do = / f (x) cos (k:—x) dx
T J 1) T Jo 0 2

= [t (ko) ot [ eos (k)
9 2 . T ! ! 2 . T 2 . T 2
— {x p sin <k§$>] — /0 QxH sin <k§x) dr + {E sin (kEx)]
2 . /om\ 4 O 2 N\ 2 [t n 1 2 /o
= Esm </~c§) ~ { {—Ea: coS <k§$)]o + E/o coS (k§x> dx} — Esm (k§)
4 2 s 2\ 7. T 1
o e ) () B 03,

— % cos <kg> - (klf)g sin (kg) )

2
2 8§ & 1 T 2 . ™ T
“5tal [k_ cos (k) = —sin (’{3)} cos (k).

Grafico di f (z) insieme alla sua somma parziale di Fourier fino a n = 10:

\

\

17
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Tot. | 33

1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy
{ yl _ y2 log? x

y(1) =3

e determinare 'intervallo pitt ampio su cui e definita la soluzione.

Equazione a variabili separabili, il secondo membro ha senso per x > 0. Soluzione costante
dell’equazione ¢ y = 0, che non risolve il problema. Risolviamo:

d log?
[/
Y X

1

_log3x
y 3

+ c.

Imponiamo la condizione iniziale y (1) = 3:

1
— =_C

3

e la soluzione del problema & definita implicitamente dall’equazione

I log®z —1
y 3
quindi:
B 3
v= 1—logdz’

Poiché z deve variare in un intorno di 1 e dev’essere z > 0 (dall’equazione) e log® z # 1,z # e,
dovra essere
z € (0,e).

Questo é l'intervallo massimale su cui é definita la soluzione.
2. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

f(y) = { )0 per (,y) # (0,0)
0 per (z,y) = )

a. Stabilire se f ¢ continua in (0,0).

18



b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0,0).
c. Stabilire se f ¢ differenziabile nell’origine.
Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

a. Scriviamo:
x? lyl’
[f (@)l < 5 T sin (2 + )| + — Y

< Isin (z 4+ y)| + |y| — 0 per (z,y) — (0,0)

[sin (z + )|

Percio
f(z,y) — 0 per (z,y) — (0,0)

e f & continua.

b.
f( O)izpzsinxi,
z,0) = = =sinz ~x
of
L -1
e (0,0)
—y’siny : >
J‘(O,y)z—y2 = —ysiny ~ —y
of
=2(0,0) = 0.
8y( Y )

Quindi f & derivabile in (0,0), con Vf(0,0) = (1,0).
c. Per definizione f ¢ differenziabile nell’origine se e solo se:

h(x,y) = —~— — 0 per (z,y) — (0,0).

22—y3) sin(z+y)
G’ T (2% —y®)sin (v + y) — 23 — a9/?

h(z,y) = e =

/22 + 2 (.7:2+y2)3/2

In particolare,
h(z.2) — 273 1 23 - 1
T, L) = ——7 =——F=—7 — F—
(2227 V2l V2

Poiché h (z,z) non tende a zero, f non ¢ differenziabile in (0, 0).

per x — 0F.

3. Curve e integrali di linea

Si consideri I'arco di curva piana v di equazione parametriche:
T
= Rcos?d per 0 € [——, —}
P p 99

con R costante positiva. Calcolare I’elemento d’arco ds e 'integrale di linea:

/|sin9| ds,
ol

19



semplificando le espressioni trovate.

P (0) = —2Rsinf cos 0
[ O = p(0)" + ' (6)°
= R? (cos.4 0 + 4sin” f cos® 9)
= R%*cos? 0 (COS2 0 + 4sin® 9)
ds = R|cosb)| V/cos? 0 + 4sin? 0d6

= R|cosf| V1 + 3sin? §df

|sin 6| ds = /2 R |cosd)| |sin@| /1 + 3sin” §db
= QR/2 cos fsin 0/ 1 + 3sin? 0df
0

— 2R F (1 + 3sin 9)3/2] 2
9 0

R[437—1] = %4]%.

@Il\')

4. Integrali tripli
Calcolare il momento d’inerzia rispetto all’asse z del solido

Q:{(m,y,z):x2+y2+z2§R2,220}

avente densita

5(2.9,2) = (1+ %) 25

dove R, i sono costanti positive aventi le dimensioni di lunghezza e massa, rispettivamente.

I = /// T, Y, 2 (SB +y2) drdydz
z
_ / )L ( / (22 +3?) d:cdy) dz
0 224+y2<R2—22
VR2-22
_ Z H 3
—/0 — ﬁ <2 dp) dz

1
:27r—/ (—i—% Z 222 dx
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2R3

o R /.5
2R3 R
o, (1 1 2 2 1
=R (-4 -Z-Z 41
2R(6+5 173727
T o 7 7 2

=5 = ™A

R
T z 4 2 P2 4

+ 24 —9222R — 22°R% + 2R + R4) dz

5. Serie di Fourier
Si consideri la funzione 4-periodica definita in [0, 2] da

[ 2* per z €[0,1]
f(x)—{ 1 per z € [1,2]

e riflessa pari in [—2,0].

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, semplificare opportunamente 1’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.

a. La funzione periodizzata ¢ continua su R e regolare a tratti (con punti angolosi). Percio
la serie di Fourier di f converge puntualmente a f in [—2,2]. I coefficienti di Fourier saranno

(1)

b. La funzione & pari, percio b, = 0 per ogni k. Per calcolare gli a;, poiché¢ T'= 4, w = %TW =7,
per k > 1 si ha:
5 [T/2 4 [T/2 2 -
ar = — f (z) cos (kwzx) dr = — f (z) cos (kwx) do = / f (x) cos (k:—x) dx
T J 1 T Jo 0 2

= /133 cos <k x) dx+/2008 (kjg$> dx
0 1
= |:x2% sin (kg$>] 1 — /1 2:1:% sin <kg
0 0
= %sm <kg) — % { [—%xcos (k;:v>] 1 + % /1 coS (kggy) dx} — %sin (kg)
0
4 2 2\?
= {_H cos (k;) + <E> [sm (k T }
_ (ki)2 cos <k’g> (klf)?’ sin (k;T) .
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La serie di Fourier di f &

=S (1)
:§$iymw>—%m@me%>

Grafico di f (z) insieme alla sua somma parziale di Fourier fino a n = 10:
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1. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

y' +y + 2y = e”sinz.

Per risolvere ’equazione completa si richiede di usare il metodo dell’esponenziale complesso.

2+a+2=0

e e ive

@ 2

Integrale generale dell’omogenea:

z(x)=e2 <01 cos (gx) + co8in (gx>> :

Metodo di somiglianza, notando che il termine noto non é soluzione dell’omogenea, poiché
e’sinx = Im (ex(lﬂ)), consideriamo 1’equazione

w' + w' 42w = e:c(lJrz)
e cerchiamo una soluzione particolare del tipo

w (l’) — Aea:(1+i)
w' = A1+ i) e
w'=A(1+ i)z e (1+7)

Sostituendo nell’equazione si ha:

A{2i+14+i+2} =1
1 1

A=sarg=s0-?

1 )
w(x) = 6 (1 —1i)estHD
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quindi una soluzione particolare dell’equazione non omogenea reale é:

y(z)=Imw(z) = éex Im ((1 —14) (cosz +isinz))
= 1eg” (sinx —cosx).

6

Integrale generale dell’equazione completa:

y(z) = éem (sinz — cosz) +e 2 <01 cos (gx) + co8in (gx>> :

2. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili
Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione, studiarne la natura
(cioé decidere se sono punti di minimo, massimo, o sella).

8

x? x3
f(x,y) =9? (E—x%—l) +§+x2—3a:

fo=9?(x—1)+2>+2r-3=0
f, =2y %2—:1:+1>:0

La prima equazione da

VEe-1)+2*+20-3=¢y"(z-1)+@x—-1)(@2+3)=@—-1) (y’+2+3) =0

che implica r = 1 0 2 = —3 — 32,
La seconda equazione per x = 1 da y = 0, quindi (1,0).
La seconda equazione per x = —3 — y? da

(34 y?)° ) L .
2y T+3+y +1)=0=y =0, quindi z = -3, percio (—3,0).

I punti stazionari sono:

(1,0),(-3,0).
Calcoliamo la matrice hessiana.
v +2x+2  2y(z—1)

HI@9)= oy 2~ 1) 2(5 —a+1)

Studiamo ora la natura dei punti stazionari:

Hf(1,0) = B ﬂ definita positiva,

(1,0) ¢ punto di minimo relativo.
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Hf(~3,0) = {‘04 , (20+ 4)] indefinita,
2

(—3,0) punto di sella.

3. Integrali doppi
Calcolare 'integrale doppio

// |:U —yz‘dxdy
Q

con Q = {(z,y) : |z| <1,|y| <1}. Siraccomanda di fare una figura e sfruttare le simmetrie.
Riportare impostazione e passaggi.

Per simmetria,

SLXYTLUSY S SL LU S

S ) o))
([ -T2 ro-0)o)
2{ 1 WY I 2y y+y)dy}

{ (y*+1)d } 2<%+1):%.

4. Campi vettoriali
Calcolare il lavoro del campo vettoriale piano

J
/

F(z,y) = W (y, —z)

lungo I’arco di curva v espresso in forma polare dall’equazione
p=Re 0 ¢ [r 2n],

con IR > 0 costante.

Equazione parametrica di v:

r(0) = (Re* cosf, Re *sin0)
' (0) = Re ® (—2cosf — sinf, —2sin f + cos )
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R2e % cos?f
(Re—29)4
cos? 6
" Re- 2

F(r(9)) = Re % (sinf, — cos6)

(sin@, —cosd).

Calcoliamo il lavoro.

T cos?h _28 . .
L= | F-dr= — 5 (sinf, —cosf) Re™™ (=2 cosf — sinf), —2sin 6 + cos ¢)) df
. ~ Re~

27
= / cos? 6 (—2 cosfsin @ — sin? @ + 2sin H cos § — cos? 9) df

27
_ 2909 _ T
= /7r cos” 6do 5"

5. Integrali di superficie
Sia ¥ la superficie ottenuta facendo ruotare attorno all’asse z la curva ~ che nel piano xz di
equazioni parametriche:
=2
{ v tel,2]

z=logt

Dopo aver scritto le equazioni parametriche di v e di Y, I'elemento d’area di 3, e aver
individuato gli eventuali punti singolari della superficie, calcolare I'integrale

[ [wlas

7:{x:a(t):t2 tell,2].

z="0(t) =logt
x = t%cosf
Y:Q y=t*sinf tell,2],0€]0,2n].
z=logt
1
a (t) =2t (t):¥

dS = |a (t)|\/a' () + ¥ (t)*dtdd

/ 1

_ 42

=ty /412 + t—2dtd9
= tV4t* + 1dtdo

Poiché ¢ € [1,2] non ci sono punti singolari.

//E|y|dS: (/0% |sin0|d0) </12t3\/mmﬁ)
— (4/0551119(%)) [i (4t4+1)3/2}j

— i 3/2 _ p3/2\ _ 3/2 _ £3/2
=4 24(65 5%%) = = (65%2 — 5%/%) .

|
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