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Cognome e nome (in stampatello)

codice persona (o n°di matricola)

n°d’ordine (v. elenco)

1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy
I€3
{ y/ N 1+ny

y(0) =3

e determinare 'intervallo pitt ampio su cui e definita la soluzione.

2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

y" + 6y’ + 9y = bwe >,
3. Curve e integrali di linea
Si consideri la curva piana v di equazione in forma polare
p =0 per 6 €[0,3n].

Calcolare poi il suo elemento d’arco, semplificando ’espressione ottenuta, stabilire se la
curva e regolare o regolare a tratti, determinando gli eventuali punti singolari sulla curva, e
calcolare la lunghezza di .



4. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:
e"z%y + 1y cos
flzy) = per (z,y) # (0,0), f(0,0) =0
Vat+yt

a. Stabilire se f ¢ continua in (0,0).
b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0,0).

c. Stabilire se f e differenziabile nell’origine.
Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

5. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili

Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione (nel dominio della
funzione stessa, da determinare), studiarne la natura (cioé decidere se sono punti di minimo,
massimo, o sella).

flzy) = (x2 +y? — 4) e’ Y.
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1. Integrali doppi. Sia {2 la lamina materiale (ellittica) descritta da:

2 P
Q:{(x,y):@—l—ﬁgl}

avente densita "
5 (2,) = (12l + lyl) &5

dove b, i sono costanti positive aventi le dimensioni di una lunghezza e di una massa, rispet-
tivamente. Calcolare il momento d’inerzia della lamina rispetto all’asse z (cio¢ all’origine).

2. Integrali tripli. Sia (2 la porzione della sfera di centro I'origine e raggio R > 0 contenuta
nel primo ottante, ossia:

Q={(z,y,2) :2°+y*"+ 2> <R> x>0,y >0,2 > 0}.

///:ryzzd:cdydz.
Q

St raccomanda di riportare con cura ['tmpostazione del calcolo, oltre che i passaggi successivi.

Calcolare 'integrale triplo

3. Campi vettoriali. Si consideri il campo vettoriale piano

202y 2zy 2y
- 2 2 9, 9
F(z,y) = (ylog(ler)+1+x2+x2+y2,xlog(1+x)—l—log(x +y)+x2+y2+y .

Dopo aver verificato se ¢ irrotazionale nel suo insieme di definizione, stabilire se & conservativo
nel suo insieme di definizione e calcolare in tal caso un potenziale.



4. Integrali di superficie. Sia X la superficie generata dalla rotazione attorno all’asse z
della curva ~ che nel piano xz ha equazione polare:

T
v:p=+Vcosh, 0¢€ [——,—} .
2°2
a. Stabilire se la curva v é regolare, o regolare a tratti, se ¢ chiusa o aperta, scrivere le sue
equazioni parametriche e il suo elemento di lunghezza ds.
b. Scrivere le equazioni parametriche di 3, stabilire se & una superficie regolare, o determinare

in caso negativo i suoi punti singolari; determinare ’elemento d’area dS e calcolare 'area di
3.

5. Serie di Fourier. Si consideri la funzione m-periodica definita in [—E 1} da

f(ZB):{ l—cosz sexé€e —g,O}

sinx se T € 0,%}.

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti a,, di Fourier di f (non & richiesto il calcolo dei
coefficienti b,,) e semplificare opportunamente 1’espressione ottenuta.

St raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi esequire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma piu esplicita e semplificata.
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codice persona (o n°di matricola)

n°d’ordine (v. elenco)

1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy
I€3
{ y/ N 1+ny

y(0) =3

e determinare 'intervallo pitt ampio su cui e definita la soluzione.

2. Curve e integrali di linea
Si consideri la curva piana v di equazione in forma polare

p =0 per 6 €[0,3n].

Calcolare poi il suo elemento d’arco, semplificando I’espressione ottenuta, stabilire se la
curva e regolare o regolare a tratti, determinando gli eventuali punti singolari sulla curva, e
calcolare la lunghezza di .

3. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili

Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione (nel dominio della
funzione stessa, da determinare), studiarne la natura (cioé decidere se sono punti di minimo,
massimo, o sella).

fzy) = (2" +y* —4) e



4. Integrali doppi. Sia Q2 la lamina materiale (ellittica) descritta da:

2?2
Q:{(a:,y):@—l—ﬁgl}

avente densita "
5 () = (12l + lyl) %5

dove b, i sono costanti positive aventi le dimensioni di una lunghezza e di una massa, rispet-
tivamente. Calcolare il momento d’inerzia della lamina rispetto all’asse z (cio¢ all’origine).

5. Serie di Fourier. Si consideri la funzione m-periodica definita in [—g, %} da

0]

]

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa ¢ possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti a,, di Fourier di f (non é richiesto il calcolo dei
coefficienti b,,) e semplificare opportunamente 1’espressione ottenuta.

St raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi esequire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma piu esplicita e semplificata.

f(ﬂﬁ):{ 1—cosz sex€ [

sin se x € [0,

SELE
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1. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

Y + 6y + 9y = Sre .

2. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

"%y + y3 cos
/ 12 + y4

a. Stabilire se f & continua in (0,0).

b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V£ (0,0).

c. Stabilire se f ¢ differenziabile nell’origine.
Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

flo,y) = per (z,y) # (0,0), f(0,0)=0

3. Integrali tripli. Sia () la porzione della sfera di centro I’origine e raggio R > 0 contenuta
nel primo ottante, ossia:

Q={(z,y,2) :2®+y*+ 2> <R> x>0,y >0,2 > 0}.

///:cyzzdxdydz.
Q

St raccomanda di riportare con cura l'impostazione del calcolo, oltre che i passaggi successivi.

Calcolare I'integrale triplo



4. Campi vettoriali. Si consideri il campo vettoriale piano

222y 2y 21
F(z,y) = (ylog (14 2?) + + ,zlog (1 + 2%) +log (2 + ?) + +uyl.
F(z,y) (y g ( ) 1+a2 22442 g( ) g( v’) 22 + 42 Yy
Dopo aver verificato se ¢ irrotazionale nel suo insieme di definizione, stabilire se & conservativo
nel suo insieme di definizione e calcolare in tal caso un potenziale.

5. Integrali di superficie. Sia ¥ la superficie generata dalla rotazione attorno all’asse z
della curva 7y che nel piano xz ha equazione polare:

v:p=+Vcosh, 6¢c [—E,q .
272
a. Stabilire se la curva v é regolare, o regolare a tratti, se & chiusa o aperta, scrivere le sue
equazioni parametriche e il suo elemento di lunghezza ds.
b. Scrivere le equazioni parametriche di X, stabilire se & una superficie regolare, o determinare
in caso negativo i suoi punti singolari; determinare ’elemento d’area dS e calcolare 'area di

3.



Recupero sulla prima prova in itinere

di Analisi Matematica 2 Es. | Punti

Ingegneria Elettronica. Politecnico di Milano

A.A. 2022/2023. Prof. M. Bramanti
Svolgimento

U= W~
| || g D

Tot. | 33

1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy
3
{Mzﬁé

y(0) =3

e determinare 'intervallo pitt ampio su cui e definita la soluzione.

Equazione a variabili separabili. Non ci sono soluzioni costanti. Risolviamo:

dx
P
/e y/1+

)
1 1
—56_31/ =3 log (14 2%) +c.

Imponiamo la condizione iniziale y (0) = 3:

e la soluzione del problema ¢& definita da

_1 —3y_1 2 _i
36 —210g(1+x) 3

- 3 1
e 3y:—§log(1+x2)+g

1 1 3
y:—glog (g—ﬁlog (1—|—x2))

Poiché = deve variare in un intorno di 0 e dev’essere

g—§bgﬁ+x)>0
2

2 —

log(1+m ) < e

Questo é l'intervallo massimale su cui & definita la soluzione.

9



2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere 'integrale generale dell’equazione

y' + 6y’ + 9y = bwe >,

a?+6a+9=0

o= —3.
Integrale generale dell’omogenea:
2 () = e (¢ + com) .

Soluzione particolare dell’equazione completa. Osservo che il termine noto non & soluzione
dell’equazione omogenea. Percio in base al metodo di somiglianza, cerco

7(x) = e * (Ax + B)
7 (z) = e (—2Ax — 2B + A)
7' (2) = e ¥ (4Azx + 4B — 4A)

(&
(&

e {(4Ax +4B — 4A) + 6 (—2Ax — 2B + A) + 9 (Az + B)} = bae
4Ax +4B — 4A — 12Ax — 12B+ 6A+ 9Ax + 9B = bz
Ax+ B+ 2A =bx

A=5 A=5
B+2A=0 B=-10
Una soluzione particolare dell’equazione completa ¢ allora
7(r) = e (5x — 10) = 5¢ > (z — 2)
e l'integrale generale dell’equazione completa é:
y(z) =e ¥ (c; + cox) + 5e 2 (. — 2) .

3. Curve e integrali di linea
Si consideri la curva piana v di equazione in forma polare

p =03 per 6 €[0,3n].

Calcolare poi il suo elemento d’arco, semplificando ’espressione ottenuta, stabilire se la
curva ¢ regolare o regolare a tratti, determinando gli eventuali punti singolari sulla curva, e
calcolare la lunghezza di ~.

Detto f (6) = 6% si ha f' (6) = 362,

ds = \/ F (0 + f (0)°d0 = VG + 9970 = 0*\/§ + 9do.

10




La curva é regolare ad eccezione del punto singolare per § = 0, che & 'origine.
Lunghezza:

3
Z(»y)—/ 02v/02 + 9d6.

0
0 = 3Sht;df = 3 Chtdt;

V02 +9=,/9(1+Sh*t) =3Cht

t € [0, SettSh ]

SettSh SettSh
1(7) :/ (3Sht)230ht-3Chtdt:81/ (Sh*¢ Ch*¢) dt.
0 0

2
Sh?¢Ch%t = Sh” (21)

4
1 SettSh 1
1) = / Sh? (2t) dt = % [Sh (2¢) Ch (2t) — 2¢]5e"Sh
0

_8LIShn
16| 2 .
81 4SettShw _ ,—4SettShw
= = [e 46 —ZSettShﬂ].

SettSh 7 = log (7r + m>

T+ Vi) —(r+ Vit )
4

— 2log (7r+m)

Scritture semplificate: sfruttando il fatto che

-1
(7T—|—\/1—|—7T2) =vV1+7n2-1

si ha
(Vi m) — (r4viFm) = (xtvitm) - (Vitw 1)
_ [(Hm)l (m_lﬂ [(Hm)l (m_l)j
= 8mV1+ 2 (27% + 1)
percio
I(y)= 88—1 [Wm(%rz—i- 1) —log <W+m>] .

11



4. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:
e"z%y + 1y cos
flzy) = per (z,y) # (0,0), f(0,0) =0
Vat+yt
a. Stabilire se f ¢ continua in (0,0).
b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0,0).
c. Stabilire se f e differenziabile nell’origine.
Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

a. Scriviamo:

erz?lyl |yl |cosa]
J(z,y)| <
‘ ( ) \/x2+y4 \/x2+y4
eyl |yl
< Y Yy

S /= +\/E=61\wy\+\ylzg<x,y)-

Poiché ¢ (x,y) & continua e ¢(0,0) = 0, per il teorema del confronto, f (z,y) — 0 per
(z,y) — (0,0), percio f & continua.

b.
f (x,0) =0, quindi g—i (0,0)=0
3
FO.0) = 5=y
of
o (0,0) =1.

Quindi f & derivabile in (0,0), con Vf(0,0) = (0,1).

c. Per definizione f ¢ differenziabile nell’origine se e solo se:
x,Y) —
9(z,y) flxy) —y

Va2 +y?

— 0 per (z,y) — (0,0).

ex?y + P cosx — yy/a? + y4
Va2 4y /a2 + yt '

g(z,y) =

In particolare,

(2. 2) e®2® + 23 cosx — x\/ 22 + y* —x |z —x - 1
g x71‘ = ~ = — _—
V222?44 V2|l |z] V2] V2

Poiché g (z,x) non tende a zero, f non é differenziabile in (0,0) .

per z — 0F.

5. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili

12



Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione (nel dominio della
funzione stessa, da determinare), studiarne la natura (cioé decidere se sono punti di minimo,
massimo, o sella).

f(zy) = ($2 +y? — 4) e’ Y.

fe=e"Y (22 +y*—4+2x)=0
fy=€e"Y (=2 —y*+4+2y)=0
2+ —44+20=0

—x? —y* +44+2y =0

Sommando membro a membro si ha 2 (z + y) = 0, da cui y = —=x, che sostituita nella prima
equazione da

20+ 22 —4=0
P?4r-2=0=>z=1,0=-2

I punti stazionari sono:
(1,-1),(-2,2).

Calcoliamo la matrice hessiana.

2?2 +y? -2+ 4 —x2? — P+ 420+ 2y

pu— w_y
Hf (v,y) =e [—xQ—y2+4—2x+2y >4yt —-2—4y

Studiamo ora la natura dei punti stazionari:

Hf(1,-1) = € {_42 _42} definita positiva,

(1,—1) ¢ punto di minimo.

Hf(-2,2)=¢* {_42 _42} indefinita,

(—2,2) & punto di sella.

13
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1. Integrali doppi. Sia 2 la lamina materiale (ellittica) descritta da:

2?2
Q:{(m,y):m—l—ﬁgl}

avente densitd 1
0 (z,y) = (Jel + lyl) 35

dove b, i sono costanti positive aventi le dimensioni di una lunghezza e di una massa, rispet-
tivamente. Calcolare il momento d’inerzia della lamina rispetto all’asse z (cioé all’origine).

I://Q(x2—i—y2)5(m,y)dxdy.

Passando alle coordinate polari ellittiche

y = bpsin@

si ha:
1 2w L
I= / / (4% p” cos® 0 + b?p? sin® 0) (|2bp cos O] + |bpsin b)) ﬁ2b2pd6dp
o Jo
1 2T
= 2ub? </ p4dp) (/ (4cos® @ + sin®6) (2 |cos 0] + [sin 6]) d@)
0 0

= 2ub? - %-4 (/2 (4cos® 6 + sin ) (2 cos b + sin6) d@) .
0

jus

/2 (4cos® 6 + sin® ) (2 cos § + sin 6) df

0

:2/2 (4—3811129) cos@d(9+/2 (3(:0829—1-1) sin Adf
0 0

1 1
2/ (4—3t2)dt+/ (3t* +1) at
0 0

1
/0 (9 —3t%) dt = [9t — t*], = 8.

14



1 64
I=2ub> - =-4-8=—ub’.
pb™ - = 5 H

2. Integrali tripli. Sia (2 la porzione della sfera di centro l'origine e raggio R > 0 contenuta
nel primo ottante, ossia:

Q:{(:U,y,z)::L'2+y2—|—z2SRQ,IEO,yZO,zZO}.

///xyzzdxdydz.
Q

St raccomanda di riportare con cura l'impostazione del calcolo, oltre che i passaggi successivi.

Calcolare 'integrale triplo

Usiamo le coordinate sferiche:
x = psin ¢ cos 6
Yy = psin ¢ sin 6
2 = pcos ¢

per cui

0= {(,0, $,0):pc[0,R], b€ [o, g} 0c [0, g} }  dadydz = p? sin ¢dpdddd

R 3 3
I = ///Qxyszxdydz = /0 (/0 (/o (psin ¢ cosf) (psin ¢sin ) (p cos gb)2 d9> sin ¢d¢> p2dp
R 3 3
— (/0 p6dp> (/o sin® ¢ cos? ¢d¢> (/0 cos 0 sin 9d9> :

R R?
6
pdp = —-
|, o=
/QSin?’ngcos.2 ¢d¢:/281n¢(1—0082¢) cos? pdg

0 0
! BB 11 2
= Pl-Hdt=|-——| =2 —- ==
/0 ( ) {3 5]0 3 5 15

/ cos 0 sin 0df = {sm 6} =

0 2 0

1
2

I_R7 2 1 R
7 15 2 105

3. Campi vettoriali. Si consideri il campo vettoriale piano

212 2x 22
Yy Y y +y)_

F(x,y) = (ylog(1+:c2) + e +x2+y2,xlog(1+x2)+log(:c2—|—y2) +m2+y2

Dopo aver verificato se ¢ irrotazionale nel suo insieme di definizione, stabilire se & conservativo
nel suo insieme di definizione e calcolare in tal caso un potenziale.

15



Il campo & ben definito in 2 = R?\ {(0,0)} ed & Fe C* (Q). Verifichiamo se ¢ irrotazionale
in R?.

222 n 2x 41/
1422 22492 (22 4+ y2)2

22 2 2_22
O,Fy = log (142%) + > 4+ 22 (M)

OpFo =log (14 2%) +

L+ 27 (a2 +y?)°
972 2?2 — y?
—log (1 2 20 | ——2— .
Og( +x)+1+x2+ x(($2+y2)2)
Poiché
2x 49 1 29/
2 2 3 =27 | — 2 2
ety (22 +9?) Tty (22 +y?)

22 4 y? — 22 22—y
(22 +4?) (22 +9?)
si ha 0, Fy = J,F; e il campo ¢ irrotazionale in R?. Poiché 2 non é semplicemente connesso,
non si puod dedurre che F' sia conservativo in €2, cerchiamo un potenziale per vedere se lo é.
Cerchiamo U (z,y) tale che:
202y 2zy
+
1 + ZE2 .172 + y2

222y 2zy
_ 2
U(rﬂ,y)—/{ylog(lm)+1+x2+$2+y2}dx

222
:y/{log(1+:v2)—|—1+x2}dm—|—ylog(:€2—|—y2).

U,=F :ylog(1+x2) +

Ora: 2
/10g(1+x2)d:1::9310g(1+:172)—/ 20 dx
1+ a2
percio
2 22 2
y/ log (1 + 2%) + 5 ¢ do = aylog (1+27) + f (y)
1+x
e

U (z,y) = zylog (14 2%) + ylog (z* + v*) + f (v) -

22
Uy:azlog(1+x2)~|—10g(w2+y2)—l—x2j/_y2+f/(3/)
= Fy = zlog (1+2%) +log (¢* + y*) + 2 +y
2 ..'L'2+y2 )
f'ly) =y
L,
f(y)—éy

Ul(x,y) = xylog (1 + :1:2) + ylog (x2 + y2) + %yZ

16



percido abbiamo determinato un potenziale in €2, in particolare F' é conservativo in €2.

4. Integrali di superficie. Sia X la superficie generata dalla rotazione attorno all’asse z
della curva ~ che nel piano xz ha equazione polare:

1o vest, 0[]

a. Stabilire se la curva v é regolare, o regolare a tratti, se ¢ chiusa o aperta, scrivere le sue
equazioni parametriche e il suo elemento di lunghezza ds.

b. Scrivere le equazioni parametriche di 3, stabilire se & una superficie regolare, o determinare
in caso negativo i suoi punti singolari; determinare ’elemento d’area dS e calcolare 'area di
3.

a.

in 0
= Vcosl;p = — S
P P 2v/cos 6

sin® 6 4 cos? 6 + sin? 6
4cosf 4 cosb

4cos? 6 + sin? 0
d —\/ do
5 4 cosf

P+ ()* = cos b +

v € regolare a tratti, con punti singolari per cos @ = 0, quindi l’origine.

r=a = (cos 3/2 T
v { 2= ((g;:\(/Ffe)sme v€[-53)

La curva ¢ chiusa, r(—%) =r(%) = (0,0).
b.

x = (cos 9)3/2 cos ¢ o
i oy= (0050)3/2 sing 0¢€ [—57 5] ¢ € [0, 2]
z = +/cosfsinf

dS = |a (6 y\/ 2 4 ¥ (0)%d0ds
Mp (6)dodo

4 cos? 6 + sin? 0
= (cosf 3/2\/ dod
(cos0) 4 cosf ¢

cos 9\/ 4 cos? § + sin® 6dOd¢

1
2

17



La superficie & regolare tranne per cosf = 0 che da l'orgine, punto singolare.

2 E
5| = //dS / (/ L cosv/1cos? 0 1 sin? 9d9>d¢

s
2

2

= 27T/2 cos 0V 4 — 3sin? 6dp
0

[sinf = ]

1
= 27r/ V4 — 3t2dt
0

:27r-—~2/ cos&\/llcos?&—l—sm 0do
0

2 2
[t:—sinu;4—3t2:4( — sin u)—4coszu;dt:—cosudu}

V3 V3

3 2 8 R
=27 2 cos u—= cos udu = T cos® udu
0

V3 V3
8 {cosusinu—i—u]g 4 \/_1+7r <1+ 4 )
= —nT | —— = —=Tr — =T —=T | .
V3 2 o Vv3 \ 22 3 3v/3

5. Serie di Fourier. Si consideri la funzione m-periodica definita in [—g, %} da

f(:r):{ 1.—cosx se x €

s x se r €

0]
27
0,2].

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa é possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa & possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti a,, di Fourier di f (non ¢ richiesto il calcolo dei
coefficienti b,,) e semplificare opportunamente 1’espressione ottenuta.

St raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi esequire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passagqi
essenziali ed il risultato, nella forma pit esplicita e semplificata.

a.

1.0 ——

L L L
-15 -10 -05 05 10 16

La funzione periodizzata & continua su R e regolare a tratti (con punti angolosi). Percio la

serie di Fourier di f converge puntualmente a f in [—3 E}. I coefficienti di Fourier saranno

27 2
(1)
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b. La funzione non é né pari né dispari. Per calcolare gli a,,, poiché T' =7, w = 2;” =2,

Sfruttando le identita

si ha

J

r

s
2

jus
2

sin x cos (2nz) dx =

T/2 o 3
f (z) cos (nwz) dx = — f (x) cos (2nx) dz

~T/2 z
0 3
/ (1 — cosx) cos (2nz) dx + / sinx cos (2nz) dx 3 .
_r 0
2
2 3
— (1 —cosx)dx + / sin xdx
7T g 0
2{” cosald } == {2 —14+1} =1
~ 3= —[sinz]” —x —leoszlf =~ 15— =
m L2 0 m L2

2 0

0
[sin (2n2)]° » — / cos x cos (2nx) dx + /2 sin x cos (2nx) dx}

s
2

Wl

0
{— / cos x cos (2nx) dx + / sin x cos (2nx) dw} :
- 0

s
2

cosacos B = %{COS (a+ )+ cos (o — B)}

sin o cos 3 = % {sin (o + B) + sin (o« — 3)}

0
coszx cos (2nx)dr = = / {cos(2n+1)x +cos (2n — 1)z} dx

1 _81211(2n + 1)z  sin(2n—1) x]o
2 (2n+1) (2n—1) |

:1{ ()" ()"
2(2n+1) (2n—1)

1 [ sin (g + mr) n sin (—g + mr)
2 (2n+1) (2n —1)
(-

1)n+1

{sin (2n + 1)z + sin (1 — 2n) 2} dx

4

1

2

1[ cos2n+1)z  cos(2n—1)z]™?
o[ |

1

2|

(2n+1) (2n—1) |,
CoSs (mr + %) N 1 N Cos (mr — g) 1
(2n+1) 2n+1 (2n —1) 2n — 1
1

T 4n2 — 1
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Percio

2(—1)”—1
= T 1
CL():l.

Grafico di f (z) insieme alla sua somma parziale di Fourier fino a n = 5:

101 P

\
yd
\ “

\\ Wl
T/
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Analisi Matematica 2. Appello di gennaio 2023

Ingegneria Elettronica. Politecnico di Milano Es. | Punti
A.A. 2022/2023. Prof. M. Bramanti 1|7
Svolgimento Tema n°1 2 7
3 6
4 6
5 7
Tot. | 33

1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy
$€3
{ V= 1+:vy2

y(0) =3

e determinare 'intervallo pitt ampio su cui e definita la soluzione.

Equazione a variabili separabili. Non ci sono soluzioni costanti. Risolviamo:

L
—g¢ =¢

1

c=——

3e

e la soluzione del problema ¢ definita da

1 3y 1 2 1
_Z — Zloe (1 _ =
3¢ = gloe(t ) = o

_ 3 1
e Sy:—§log(1+x2)+g

e (3 2
Yy = 3log<e 2log(1+x))

— e(?ze>—1<a:< e(%)—l
Questo é l'intervallo massimale su cui & definita la soluzione.
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2. Curve e integrali di linea
Si consideri la curva piana v di equazione in forma polare

p=0°per 6 cl03n].

Calcolare poi il suo elemento d’arco, semplificando ’espressione ottenuta, stabilire se la
curva ¢ regolare o regolare a tratti, determinando gli eventuali punti singolari sulla curva, e
calcolare la lunghezza di ~.

Detto f (0) = 0% si ha f' (0) = 362,

ds = \/ F(0)* + f(0)%d0 = V/B5 + 96%d0 = 6>\/62 + 9d.

La curva é regolare ad eccezione del punto singolare per § = 0, che ¢ l'origine.
Lunghezza:

1(7) = /?m 0°V/62 + 9d9.
0= 3OSht; df = 3 Chtdt;
VO +9=1/9(1+Sh*t) =3Cht
t € [0, SettSh 7]

SettSh SettSh
1 (7) _/ (3Sht)23Cht~3Chtdt_81/ (Sh*¢ Ch*¢) dt.
0 0

Sh?tCh*t = Sh24(2t)
1(7) = % /0 T e (2t) dt = f—é [Sh (2t) Ch (2t) — 2¢)3eSh™
1 h(4 SettSh
B[]
= % {eﬂemsm _46_488&8“ — 2SettSh w] .

SettShm = log (7r + m>

(r+Vi+m) = (r+vVI+m) "

1) = o .

16

— 2log <7r+m>

Scritture semplificate: sfruttando il fatto che

-1
<7T+\/1+7r2) =v1+7m2-1
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si ha

(e viEm) — (r4viFm) = (xtvitm) - (Vitw 1)
_ [(Hm)l (m_lﬂ [(Hm)i (m_l)j
= 8mv/1+ 72 (2n2 + 1)

percio

I(y) = 88—1 [Wm@ﬁ—l—l) — log (W—i-m)} :

3. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili

Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione (nel dominio della
funzione stessa, da determinare), studiarne la natura (cioé decidere se sono punti di minimo,
massimo, o sella).

fz,y) = (x2 +y? — 4) e Y.

fo=e"Y(2?4+y*—4+4+22)=0
fy=e"V (=2 —y? +4+2y) =0
2+’ —4+22=0

-2 —y* +44+2y=0

Sommando membro a membro si ha 2 (z + y) = 0, da cui y = —=x, che sostituita nella prima
equazione da

202 4+20 —4=0

P?4r-2=0=>z=1,0=-2

I punti stazionari sono:
(1,-1),(-2,2).
Calcoliamo la matrice hessiana.

224+ —2+4x —2? — P+ 4 — 22+ 2y

Hf (z,y)=e [—mQ—y2+4—2x+2y 4y —2—4y

Studiamo ora la natura dei punti stazionari:

Hf(1,-1) = e {_42 _42} definita positiva,

(1,—1) ¢ punto di minimo.
Hf(-2,2)=¢* {_42 _42} indefinita,

(—2,2) & punto di sella.
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4. Integrali doppi. Sia Q2 la lamina materiale (ellittica) descritta da:

2 P
Q:{(x,y):@—l—ﬁgl}

avente densita i
5 (2,) = (12l + lyl) &5

dove b, i sono costanti positive aventi le dimensioni di una lunghezza e di una massa, rispet-
tivamente. Calcolare il momento d’inerzia della lamina rispetto all’asse z (cioé all’origine).

I://Q(x2+y2)5(a:,y)dazdy.

Passando alle coordinate polari ellittiche

{ x = 2bpcost dzdy = 2b* pdpdf

y = bpsin@

si ha:
1 2m L
I= / / (4% p? cos® 0 + b7 p? sin® 6) (|2bp cos O] + |bpsin b)) §2b2pd6dp
o Jo
1 2
= 2ub? (/ ,04dp) (/ (4cos® @ + sin*6) (2 |cos 0] + [sin 6]) d@)
0 0

1 3
=2Mb2'g‘4(/ (4cos® 6 + sin®0) (20089+sin9)d9).
0

™

/O ’ (4 cos® 0 + sin®0) (2 cos 6 + sin 0) df

:2/05 (4 — 3sin0) cos@d9+/og (3cos® 6 + 1) sin 6db
2/01(4—3t2)dt+/01(3t2+1)dt

/01 (9—3t%) dt = [9t — £*], = 8.

I=2ub*-=-4-8=—pub’.

1
5 5
5. Serie di Fourier. Si consideri la funzione m-periodica definita in [—%, %} da

f(z) = { ii;;osa: se x € [—

0]
se x € [0,

]

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire

SELE
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circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni

fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti a,, di Fourier di f (non ¢ richiesto il calcolo dei
coefficienti b,,) e semplificare opportunamente ’espressione ottenuta.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma pit esplicita e semplificata.

a.

0.8
0.8
0.4

0.2

L L L
-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

La funzione periodizzata & continua su R e regolare a tratti (con punti angolosi). Percio la

s

serie di Fourier di f converge puntualmente a f in [—7—2r, 5}. I coefficienti di Fourier saranno
1
o(3)- )
b. La funzione non ¢ né pari né dispari. Per calcolare gli a,, poich¢ T'= 7, w = & =2,
2 [T/ 2

an = & o f (z) cos (nwz) de = — —Z’ f (x) cos (2nx) dz

2 f [° 5
== {/ (1 — cosx) cos (2nz) dx+/ sin z cos (2nz) dx}.

m % 0

2| 0 2
ap = — / (1 —cosx) dx+/ sin xdx
s ,% 0
2 (m . 0 Ed 2 (m
= {5 - [smx]_g - [cosx]g} = {5 -1+ 1} = 1.
Per n > 1,
2 0 0 2
a, = — < [sin (2nz)|” « —/ cos x cos (2nx) dx—i—/ sin x cos (2nz) dx
7T 2 -z 0
2

Wl

9 0
== {—/ cos x cos (2nx) dx + / sin x cos (2nx) d:p} )
T 0

_r
2

Sfruttando le identita
1
cos v cos 3 = 5 {cos (a+ ) + cos (o — )}

sin o cos B = % {sin (o + ) +sin (o — 5)}
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si ha

0 1 /0
/ cos x cos (2nx) dx = 5/ {cos(2n+1)x +cos (2n — 1)z} dx

s
2

N| —
T

[sin(2n+ 1)z  sin(2n — 1) a:} 0
(2n+1) 2n—-1) |_

:1{ (1" (L
2(2n+1) (2n—1)

1 -sin (g + mr) sin (—g + mr)

A )
(

_1)n+1

An?2 —1°

3 1 [2
/ sin x cos (2nz) dx = 5 / {sin (2n + 1)z + sin (1 — 2n) 2} dx
0

0

1] cos(2n+1)z  cos(2n—1)z /2
2 (2n+1) (2n—1) |,
1 _cos(n7r+§) 1 +cos(mr—g)_ 1
2 2n+1) 2n+l1 ' (@n-1) 2n—1
B 1
dn? — 1
Percio
2(~1)" 1
tn 7 4n?2 —1
ag =

Grafico di f (z) insieme alla sua somma parziale di Fourier fino a n = 5:

\ 10} P

\ .

ol /

\‘\\ "-2’/
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Analisi Matematica 2. Appello di gennaio 2023
Ingegneria Elettronica. Politecnico di Milano
A.A. 2022/2023. Prof. M. Bramanti
Svolgimento Tema n°2

Gl W[ N =
ES{E-NE-NENIEN|

Tot. | 33

1. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

Y + 6y + 9y = Sre .

a?+6a+9=0
a = —3.

Integrale generale dell’omogenea:

z(x) = e ¥ (1 + 7).

Soluzione particolare dell’equazione completa. Osservo che il termine noto non & soluzione
dell’equazione omogenea. Percio in base al metodo di somiglianza, cerco

7 (z)
7 (v)
y/l (x)

e * (Ar + B)
e (—2Ar — 2B + A)
e % (4Ax + 4B — 4A)

e " {(4Ax + 4B — 4A) + 6 (—2Ax — 2B+ A) + 9 (Az + B)} = bae >
4Ax +4B — 4A — 12Ax — 12B 4+ 6A 4+ 9Ax + 9B = 5z
Ar + B +2A = b5x

B+2A=0 B=-10
Una soluzione particolare dell’equazione completa ¢ allora
7(r) = e 2 (5x — 10) = 5¢ 2 (v — 2)
e l'integrale generale dell’equazione completa é:

y(z) = e (c; + cow) + 5e 2 (. — 2).

2. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
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Si consideri la funzione:

.2 3
) = S per (,) £ (0,0), £(0,0) =0
VEE g
a. Stabilire se f & continua in (0,0).
b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0,0).
c. Stabilire se f ¢ differenziabile nell’origine.
Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

a. Scriviamo:

ez lyl |yl |cosa]
f(z,y)] <
s ol W
esz?lyl |yl

<= +\/E=6x\xy\+\ylzg(x,y)-

Poiché ¢ (x,y) & continua e ¢ (0,0) = 0, per il teorema del confronto, f (z,y) — 0 per
(x,y) — (0,0), percio f & continua.

b.
f (z,0) =0, quindi % (0,0) =0
3
0= 5=y
of B
7 (0,0) = 1.

Quindi f & derivabile in (0,0), con Vf(0,0) = (0,1).
c. Per definizione f ¢é differenziabile nell’origine se e solo se:

g(ﬂv,y) f('rhy)_y
Nz

— 0 per (z,y) — (0,0).

e®z2y + y3 cosx — yr/22 + y*
Va? + 2/ a? + gt '

g(z,y) =

In particolare,

(2.2) e®2® + 23 cosx — x\/ 22 + y* —x |z —x - 1
g\z,r) = ~ = — ——
V2x2\/a2? + xt V2| |z V2 V2

Poiché g (z, x) non tende a zero, f non é differenziabile in (0,0).

per z — 0F.

3. Integrali tripli. Sia () la porzione della sfera di centro 1’origine e raggio R > 0 contenuta
nel primo ottante, ossia:

Q={(z,y,2):2*+y*+ 2> <R> x>0,y >0,2 > 0}.
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Calcolare I'integrale triplo

///a:yz2dmdydz.
Q

St raccomanda di riportare con cura l'impostazione del calcolo, oltre che i passaggi successivi.

Usiamo le coordinate sferiche:
x = psin ¢ cos f

y = psin¢sinf
Z = pcos o
per cui

—{(p.0.0):pcl0. R, 0€ o, g} oelo g} b dadydz = p? sin ddpdods

1_///g;yz da;dydz—/ (/ (/0 (psin ¢ cos ) (psin ¢sin 6) (pcosgb)2d0> sin¢d¢>> p’d
~(["ow) ( [ s o m) ( [ costin @de)
/0 ' pldp = R77

/251n3¢C082 ¢d¢:/251n¢(1—0082¢) cos? pdg
0 0
! #1112
= [ 21 -Ndt=|=-——| =-—==—
/0 ( ) {3 5}0 3 5 15

3 in26]% 1
Acos@sin@d&z[su; } 25

RT 2 1 R’
7 15 27 105

4. Campi vettoriali. Si consideri il campo vettoriale piano

2%y 2y 2y
— 2 2 2
F(m,y)—(ylog(1+x)+1 m2+x2 yQ,xlog(l—i—x)—i—log(x —|—y)—|——$2 y2—|—y .

Dopo aver verificato se ¢ irrotazionale nel suo insieme di definizione, stabilire se & conservativo
nel suo insieme di definizione e calcolare in tal caso un potenziale.

Il campo ¢ ben definito in Q = R?\ {(0,0)} ed ¢ F'e C' (Q2). Verifichiamo se ¢ irrotazionale
in R?.

222 2z 41>
1+:E2 +x2+y2 o (:c2+y2)2

22 2 2_22
o,F, =log (1+4) + 22 42 (M)

0. F» = log (1 + x2) +

1+ 27 (2% +y2)”

272 x2_y2
— log (1 + 22 o —— 2 ).
og ( +x)—|—1+w2—|— x(($2+y2)2)
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Poiché

(1‘2+y2—2y2) ( 22—y )
=22 | ——— | =20 | ——=
(22 +4?) (22 +4?)
si ha 0, F, = J,F; e il campo ¢ irrotazionale in R?. Poiché (2 non & semplicemente connesso,
non si pud dedurre che F' sia conservativo in €2, cerchiamo un potenziale per vedere se lo é.
Cerchiamo U (x,y) tale che:
222y 2y
+
1+a22 22492

2%y 21y
— 2
U(:E,y)—/{ylog(lw)+1+$2+x2+y2}dx

27
:y/{log(1+x2)+1+z2}dm—|—ylog(x2+y2).

U, =F =ylog (1+2%) +

Ora: 2
/log (1 +a72) dxr = xlog (1 —I—m2) —/ 2 dx
1+ 22
percio
y/ log (1 + z?) +2—$2 dr = zylog (1+2%) + f (y)
1+ 22
e

U(z,y) = xylog (14 2%) +ylog (2> + %) + [ (y).

2
Uy:xlog(1+x2)+10g(332+y2)+ 2y + ' (y)

x? 4+ y?
:F2:a:log(1+x2)+10g(m2+y2)+ 2° +vy
w2y
fy)=y
L,
f(y)—§y

1
U (z,y) = zylog (1 + x2) + ylog (xQ + y2) + §y2
percio abbiamo determinato un potenziale in €2, in particolare F' é conservativo in €2.

5. Integrali di superficie. Sia ¥ la superficie generata dalla rotazione attorno all’asse z
della curva = che nel piano xz ha equazione polare:

v:p=+cosb, 96[—%,%}.

a. Stabilire se la curva v é regolare, o regolare a tratti, se & chiusa o aperta, scrivere le sue
equazioni parametriche e il suo elemento di lunghezza ds.
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b. Scrivere le equazioni parametriche di 3, stabilire se & una superficie regolare, o determinare
in caso negativo i suoi punti singolari; determinare ’elemento d’area dS e calcolare 'area di

2.

a.

in 60
— VeosGi g =~
P P 2v/cos 6

sin? 6 4 cos? 6 + sin? 6
4cost 4cosf

4cos? 6 + sin® 6
d :\/ df
5 4 cosf

P>+ (p)° = cos O +

v € regolare a tratti, con punti singolari per cos @ = 0, quindi ’origine.

r=a = (cos 3/2 T
v { 2= ((90;:\(/559)@9 v [-53)

La curva ¢ chiusa, r(—%) =r(%) = (0,0).
b.

x = (cos «9)3/2 cos ¢ o
i oy= (cos@)3/2 sing 0¢ [—57 5] ¢ € [0, 2]
z = +/cosfsinf

dS = |a (6 y\/ 2 4 ¥ (0)%d0ds
r\/p (6)dodo

4cos? 6 + sin? 0
= (cos 0 3/2\/ dod
(cosf) 4cos ¢

cos 9\/ 4 cos? 6 + sin® dOd¢p

1
2
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La superficie & regolare tranne per cosf = 0 che da l'orgine, punto singolare.

2m 5
E //dS / (/ 1COSH\/4COS2(9+SIH 9d9> do

=27 - 5 2/ COSH\/460829+5111 0do
0

= 2%/2 cos 0/ 4 — 3sin? 6do
0

[sinf = ]

1
:27r/ V4 — 3t2dt
0

2 2
{t = —_sinu;4—3t* =4 (1 —Sin2u) = 4cos?u; dt = —cosudu]

V3 V3

3 2
:27r/32cosu—cosudu— 8 7r/ cos? udu
0 V3 V3 Jo

8 {cosusinu—l—u]ﬂ

2 VA

I
|q>
/\
| S
l\')l»—t
I>1
SN—
I
3
7 N\
=
+
B
Sﬁ
SN—
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Analisi Matematica 2. Esame integrativo di 2 crediti
Ingegneria Elettronica. Politecnico di Milano
A.A. 2022/2023. Prof. M. Bramanti 1

Es. Punti

Cognome e nome (in stampatello)

codice persona (o n°di matricola)

n°d’ordine (v. elenco)

1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy
:E€3
{ V= 1+xyz

y(0) =3

e determinare 'intervallo pitt ampio su cui ¢ definita la soluzione.

2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

Y + 6y + 9y = Sre .

3. Serie di Fourier. Si consideri la funzione m-periodica definita in [—— —} da

1l—cosz sexé€e —%,0}

sin x se T € 0,%}.

ro={

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti a,, di Fourier di f (non é richiesto il calcolo dei
coefficienti b,,) e semplificare opportunamente 1’espressione ottenuta.

St raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi esequire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma piu esplicita e semplificata.

33



Analisi Matematica 2. Esame integrativo di 2 crediti

Punti

Ingegneria Elettronica. Politecnico di Milano Es.
A.A. 2022/2023. Prof. M. Bramanti 1
Svolgimento 2
3

Tot

1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy
xe3Y
{ V= I+a?2

y(0) =3

e determinare 'intervallo pitt ampio su cui e definita la soluzione.

Equazione a variabili separabili. Non ci sono soluzioni costanti. Risolviamo:

dx
P
/e Y /1+a:2

_1 —31/_1 2
36 —210g(1+33)—|—c.

Imponiamo la condizione iniziale y (0) = 3:

1
—§€ = C

1

c=——

3e

e la soluzione del problema ¢ definita da

1 5, 1 9 1
_Z — “loe (1 N
36 5 Og( + ) 3e

3 1
=3y — _Z 2 z
e =—Zlog (1+2°) +—
1 1 3
Y= —glog (; — §log (1 +$2))

Poiché x deve variare in un intorno di 0 e dev’essere

1 3
E—ﬁlog(l—l—ﬁ) >0
2
2 —
log(l—i—a: ) < e

2 <e(%) -1

— 6(%)—1<$<\/6(%)—1

Questo ¢ l'intervallo massimale su cui ¢ definita la soluzione.

2. Equazioni differenziali del second’ordine

34




Scrivere l'integrale generale dell’equazione

y' + 6y’ + 9y = bxre .

a?+6a+9=0

a = —3.
Integrale generale dell’omogenea:
z(x) = e ¥ (1 + 7).

Soluzione particolare dell’equazione completa. Osservo che il termine noto non & soluzione
dell’equazione omogenea. Percio in base al metodo di somiglianza, cerco

7 (x) = e > (Ar + B)
7 (z) = e (—2Ax — 2B + A)
7' (x) = e ¥ (4Azx + 4B — 4A)

e ¥ {(4Ax + 4B — 4A) + 6 (—2Ax — 2B + A) + 9 (Az + B)} = bre
4Ax +4B — 4A — 12Az — 12B + 6A + 9Ax + 9B = 5z
Ax+ B+ 2A =bx

A=5 A=5
B+2A=0 B=-10
Una soluzione particolare dell’equazione completa ¢ allora
7(r) = e (5x — 10) = 5¢ > (x — 2)
e l'integrale generale dell’equazione completa é:

y(z) =e ¥ (c; + cox) + 5e 2 (. — 2).

3. Serie di Fourier. Si consideri la funzione m-periodica definita in [—g, %} da

f@)_{ 1—cosz sexé€ |-

s
sinx se T € [0,2%} .

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti a,, di Fourier di f (non & richiesto il calcolo dei
coefficienti b,) e semplificare opportunamente ’espressione ottenuta.
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St raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo det
coefficienti di Fourier, quindi esequire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma piu esplicita e semplificata.

a.

0.8
08
0.4

0.2

L L L
-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.8

La funzione periodizzata & continua su R e regolare a tratti (con punti angolosi). Percio la
serie di Fourier di f converge puntualmente a f in [—g, g} I coefficienti di Fourier saranno

o(3). )

b. La funzione non ¢ né pari né dispari. Per calcolare gli a,,, poich¢ T'= 7, w = & = 2,

ap = — f (z) cos (nwz) de = — f (x) cos (2nx) dz
T —T/2 ™ J_

2 0 us
== {/ (1 — cosx) cos (2nx) dz + /2 sin z cos (2nz) dx} :
™ _z

vl

0

2 [ [° 2
ag = — / (1 —cosx)dx +/ sin xdx
™ _g 0
2 (m ) z 2 (m
== {§ - [smx]fg — [cos g } == {5 -1+ 1} = 1.
Pern > 1,
2 0 0 2
a, = — 4 [sin (an)]_% —/ cos x cos (2nx) dx+/ sin z cos (2nz) dx
7r _z 0
2
2 0 2
=— —/ cos x cos (2nx) dx—l—/ sinx cos (2nx) dx .
™ _m 0
2

Sfruttando le identita
1
cosacos f = 5 {cos (a+ ) + cos (o — )}

sin o cos B = % {sin (o + ) + sin (o — 3)}
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si ha

0 1 /0
/ cos x cos (2nx) dx = 5/ {cos(2n+1)x +cos (2n — 1)z} dx

s
2

N| —
T

[sin(2n+ 1)z  sin(2n — 1) a:} 0
(2n+1) 2n—-1) |_

:1{ (1" (L
2(2n+1) (2n—1)

1 -sin (g + mr) sin (—g + mr)

A )
(

_1)n+1

An?2 —1°

3 1 [2
/ sin x cos (2nz) dx = 5 / {sin (2n + 1)z + sin (1 — 2n) 2} dx
0

0

1] cos(2n+1)z  cos(2n—1)z /2
2 (2n+1) (2n—1) |,
1 _cos(n7r+§) 1 +cos(mr—g)_ 1
2 2n+1) 2n+l1 ' (@n-1) 2n—1
B 1
dn? — 1
Percio
2(~1)" 1
tn 7 4n?2 —1
ag =

Grafico di f (z) insieme alla sua somma parziale di Fourier fino a n = 5:

\ 10} P

\ .

ol /

\‘\\ "-2’/
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