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1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy

{ y =02r—1)e™
y(-=1)=0

e determinare l'intervallo pitt ampio su cui € definita la soluzione, giustificando ’affermazione.

2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

y' + 3y = a® — 2x — 3.
3. Curve e integrali di linea

Si consideri la linea materiale piana v, omogenea, di massa m, rappresentata dalla curva
parametrizzata:

r = Ry/tcost
Y= R\/Esmt per te [07 27T]7
z = Rt

dove R > 0 ¢ una costante avente le dimensioni di una lunghezza). Calcolare il suo elemento
d’arco, la sua lunghezza e il suo momento d’inerzia rispetto all’asse z. Riportare con cura
[tmpostazione e scrivere i risultati ottenuti nella forma il pit possibile semplificata.



4. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

22%sinx — 3y3e® — 22%y + xy?
er (r, 0,0

0 per (z,y) = (0,0).

a. Stabilire se f & continua in (0,0).

b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0,0).
c. Stabilire se f ¢ differenziabile nell’origine.

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

5. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili

Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione (nel dominio della
funzione stessa, da determinare), studiarne la natura (cioé¢ decidere se sono punti di minimo,
massimo, o sella).

flay)=e (2® +y* —4).
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1. Integrali doppi. Calcolare 'integrale doppio

// e || ydady
Q

dove () ¢ il semicerchio di centro l'origine e raggio 2 contenuto nel semipiano y > 0. Si
raccomanda di fare una figura e riportare I'impostazione analitica, in particolare la rappre-
sentazione analitica di 2.

2. Imntegrali tripli. Calcolare il volume e il momento d’inerzia di un solido omogeneo di
massa m a forma di tronco di cono avente base maggiore di raggio R, base minore di raggio
r e distanza tra le due basi h, rispetto al suo asse di simmetria. Si raccomanda di: fare una
figura, curare la rappresentazione analitica di €2 e l'impostazione del problema. Scrivere i
risultati ottenuti nella forma il pit possibile semplificata.

3. Campi vettoriali. Calcolare il lavoro del campo vettoriale

F=(z,y,x2)
lungo 'arco di curva
x = Cht
v:4 y=Sht pertel0,2].
z=1

Riportare impostazione e passaggi intermedi ed esprimere il risultato nella forma il piu
possibile semplificata.



4. Integrali di superficie. Sia ¥ la superficie materiale omogenea di massa m rappresen-
tata dal grafico della funzione

z:x—gconx2+y2§3R2

(dove R > 0 ¢ una costante avente le dimensioni di una lughezza). Calcolare 'area di ¥ e
il suo momento d’inerzia rispetto all’asse z. Riportare impostazione e passaggi intermedi ed
esprimere il risultato nella forma il pit possibile semplificata.

5. Flusso di un campo vettoriale. Sia ¥ la superficie ottenuta facendo ruotare attorno
all’asse z la curva ~ che nel piano xz ha equazioni parametriche:

T = cost s
{ z = sin 2t te [0’5]'

Si scrivano le equazioni parametriche di X e si calcoli il flusso del campo vettoriale
E = (ZE, Y, 22)

attraverso la superficie X, orientata col versore normale orientato in modo da avere la compo-
nente z positva. Riportare impostazione e passagqgi intermedi ed esprimere il risultato nella
forma il piu possibile semplificata.
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1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy

{ y =02r—1)e™
y(-=1)=0

e determinare l'intervallo pitt ampio su cui € definita la soluzione, giustificando ’affermazione.

2. Curve e integrali di linea
Si consideri la linea materiale piana v, omogenea, di massa m, rappresentata dalla curva
parametrizzata:

r = Ry/tcost
Y= R\/%Sll’lt per te [07 27T]7
z = Rt

dove R > 0 ¢ una costante avente le dimensioni di una lunghezza). Calcolare il suo elemento
d’arco, la sua lunghezza e il suo momento d’inerzia rispetto all’asse z. Riportare con cura
I’impostazione e scrivere i risultati ottenuti nella forma il pit possibile semplificata.

3. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili

Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione (nel dominio della
funzione stessa, da determinare), studiarne la natura (cioé decidere se sono punti di minimo,
massimo, o sella).

floy) =€ (2* +y* —4).



4. Integrali doppi. Calcolare I'integrale doppio

// e || ydudy
Q

dove () ¢ il semicerchio di centro l'origine e raggio 2 contenuto nel semipiano y > 0. Si
raccomanda di fare una figura e riportare I'impostazione analitica, in particolare la rappre-
sentazione analitica di €.

5. Flusso di un campo vettoriale. Sia ¥ la superficie ottenuta facendo ruotare attorno
all’asse z la curva ~ che nel piano xz ha equazioni parametriche:

T = cost ™
{ z =sin 2t te [0’5]'

Si scrivano le equazioni parametriche di ¥ e si calcoli il flusso del campo vettoriale
E = (ﬁa Y, 22)

attraverso la superficie X, orientata col versore normale orientato in modo da avere la compo-
nente z positva. Riportare impostazione e passaggi intermedi ed esprimere il risultato nella
forma il piv possibile semplificata.
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1. Equazioni differenziali del second’ordine. Scrivere I'integrale generale dell’equazione

y' + 3y =a? — 2z — 3.

2. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

202 sinx — 3y3e® — 222y + xy?
er (z, 0,0
() = R per (#.9) 70,0

0 per (z,y) = (0,0).

a. Stabilire se f ¢ continua in (0,0).

b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0,0).
c. Stabilire se f ¢ differenziabile nell’origine.

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

3. Integrali tripli. Calcolare il volume e il momento d’inerzia di un solido omogeneo di
massa m a forma di tronco di cono avente base maggiore di raggio R, base minore di raggio
r e distanza tra le due basi h, rispetto al suo asse di simmetria. Si raccomanda di: fare una
figura, curare la rappresentazione analitica di €2 e limpostazione del problema. Scrivere i
risultati ottenuti nella forma il pit possibile semplificata.



4. Campi vettoriali. Calcolare il lavoro del campo vettoriale

E: (%y:%z)
lungo 'arco di curva
x = Cht
v:4 y==5Sht pertel02].
z=1

Riportare impostazione e passaggi intermedi ed esprimere il risultato nella forma il piu
possibile semplificata.

5. Integrali di superficie. Sia X la superficie materiale omogenea di massa m rappresen-
tata dal grafico della funzione

x

z = ry conx2+y2 < 3R?

R
(dove R > 0 ¢ una costante avente le dimensioni di una lughezza). Calcolare 'area di ¥ e
il suo momento d’inerzia rispetto all’asse z. Riportare impostazione e passaggi intermedi ed
esprimere il risultato nella forma il pit possibile semplificata.
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1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy

{ Y =02r—1)e
y(=1)=0

e determinare l'intervallo pitt ampio su cui e definita la soluzione, giustificando ’affermazione.

Equazione a variabili separabili, I’equazione non ha soluzioni costanti.

Risolviamo:
/e3ydy :/(Zx —1)dz

e 9
—=2"—x+c.

3
Imponiamo la condizione iniziale y (—1) = 0:

Wl =

e la soluzione del problema & definita implicitamente dall’equazione

eV 9 5
—_— = - — =

3 3
e” = 31> — 3z —5
che da )
y(z) = glog (32% — 3z — 5)

purché risulti
322 -3z —5>0,

ossia
3 — 69 3+ V69
<——ox > ——0.
6 6
Poiché la soluzione dev’essere definita in un intorno di x = —1, punto in cui é assegnata la

condizione iniziale, scegliamo 'intervallo

3 —/69
o0, X2,



che effettivamente contiene —1, in quanto [non serve la calcolatrice per stabilirlo!]:
V69 V69 — 3
6 6

Conclusione: la soluzione &

3—
-1 < <1<+ V69 <9 <= 69 < 8l.

y(z) = %log (32% — 3z — 5)

e 'intervallo massimale su cui & definita é:

2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

y' + 3y =x* — 2z — 3.
Equazione omogenea:

a®?+3a=0

a=0a=-3.
Integrale generale dell’omogenea:

z(z) = ¢ + e,

Equazione completa, metodo di somiglianza. Poiché a primo membro manca il termine in vy,
cerchiamo una soluzione particolare del tipo:
7 (z) = ax® + bx® + cx,
7 (x) = 3az® + 2bx + ¢
7" (x) = 6ax + 2b.

(6az + 2b) + 3 (3az® + 2bx + ¢) = 2° — 22 — 3.

9(1 — 1 a = 9
6a + 6b = —2 14+3b=-1b=—1%
_ 8 _ _ 19
2b+3c=-3 —g+3c 3,c=—5
Quindi una soluzione particolare dell’eqauzione completa é:
15 4, 19

1 4 19
y(z) = -2 — —a — x4 + e

9 9 27

10



3. Curve e integrali di linea
Si consideri la linea materiale piana v, omogenea, di massa m, rappresentata dalla curva
parametrizzata:

r = Ry/tcost
Y= R\/ESlI’lt per te [07 27T]7
z = Rt

dove R > 0 ¢ una costante avente le dimensioni di una lunghezza). Calcolare il suo elemento
d’arco, la sua lunghezza e il suo momento d’inerzia rispetto all’asse z. Riportare con cura
l’impostazione e scrivere i risultati ottenuti nella forma il pit possibile semplificata.

Posto r(t) = (R\/Ecos t, R\/tsint, Rt), si ha:

1 1
r(t)=R (—cost— Visint, —=sint + v/t cost, 1)
' (®) 2/t 2/t

o= R (L D) =B e sar ) = g1y
Ir' ()" = 4t+t+ —4t(t+t+)—4t(t+)

ds = R (2t + 1) dt.

2Vt

Lunghezza:

1(7):Ads:AQW%(2t+1)dt:R/ozw<\/E+2L\/¥>dt

- R [gt?’/z + \/ZEr =R (g (2m)*? + \/ﬂ> =V2rR (§7r+ 1) .

Momento d’inerzia rispetto all’asse z:

Moy as— [ g
sz/v(a: —|—y)ds—l(7)/0 R*t 2\/¥(2t+1)dt

3 2
- mit / (t3/2 + ﬁ) dt=—"
V27 R (%71’ + 1) 0 2 V2r (%TF + 1)

o omB (2 s L sp] o mRE 2 o 1
= Vo (r e 1) U T (§w+1)[5(2)+3(2 )

4 1
z 5 2 12
I27TmR2(57T+3>:—7T( 7T+5)mR2.

ir+1) 5 \47+3

2 2w
mR 2155/2 4 1153/2
5 3 0

4. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

222 sinx — 3y3e® — 222y + xy? (2.1)

er (z,
f(z,y) = 22 + 2 P Y
0 per (z,y) = (0,0).

N
Y
=

o

a. Stabilire se f ¢ continua in (0,0).

11



b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0,0).
c. Stabilire se f ¢ differenziabile nell’origine.
Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

a. Scriviamo:

f(o.y)| < 2 lsmal +3yl” e” + 227 Jy| + || v
? — 332 +y2
_ 22?2l + 22yl + Jaly® Blyfe”
< +
2% + 42 y?
_ 222 x| + 222 |y| + |z| y?
x? + 92

+3’y|€x5g1($7y)+g2(1‘,y)

Poiché ¢ (z,y) & positivamente omogenea di grado 1 e continua fuori dall’origine, g (z,y) —
0 per (z,y) — (0,0). D’altro canto g ¢ una funzione continua che si annulla nell’origine,
percio per il teorema del confronto, f (z,y) — 0 per (z,y) — (0,0), percio f ¢ continua.

b.

222 sin . .. Of _
f(z,0) = —2 = 2sinz ~ 2z, quindi Pz (0,0) = 2.
—33
f(0,y) = yQy = -3y
af
o (0,0) = —3.

Quindi f ¢ derivabile in (0,0), con V£ (0,0) = (2,-3).
c. Per definizione f ¢ differenziabile nell’origine se e solo se:

f(z,y) —2x+ 3y

g\x,y
(@.9) —

— 0 per (z,y) — (0,0).

o (0.y) = 1 (2x2 sinz — 3y’e” — 20y +wy® o + 3y)
SRR R
_ 22?sinz — 3yPe” — 2%y + ay® + (2 +y?) (—22 + 3y)
(a2 +y2)*?
222 (sinw — ) — 3y® (e — 1) + 2%y — xy®
(22 +y2)*?

In particolare,

222 (sinx — 1) — 2423 (¥ — 1) + 223 — 423
(22 + 422)*?
2(sinz —x) — 24x (e — 1) 2z

- 5572 [ i hi (x) + hs (),

g (z,2z) =

12



dove hy (x) — 0 per z — 0 (per sviluppi di Taylor in una variabile), mentre h; (z) — T3
per z — 0%. Poiché g (z,y) non tende a zero, f non ¢ differenziabile in (0,0) .

5. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili

Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione (nel dominio della
funzione stessa, da determinare), studiarne la natura (cioé decidere se sono punti di minimo,
massimo, o sella).

fz,y)=¢e""Y (:E2 + 2 — 4) )

fo=e"Y (2 +y*+22—4)=0 > +y?+220—-4=0
fy=e"Y(—2>—y*+44+2y)=0 | —a®?—¢y*+4+2y=0

e sommando membro a membro si ha:
r+y=0y=—x
20 +2r —4=0,22+2—-2=0,(z— 1) (z +2) =0,

da cui
(1,-1),(-2,2)

sono i punti stazionari.
Calcoliamo la matrice hessiana.

Hf (2.y) = eV (2% +y? + 4z — 2) eV (—a? —y? —2x + 2y +4)
T ey (—a2 =y — 22 4 2y + 4) eV (2 +y? — 4y — 2)

_ oy 2?2+ y? + 4z — 2 —2?—y?—2x+2y+4

- —2? -y 20+ 2y+4 2 4y — 4y — 2

Studiamo ora la natura dei punti stazionari:

Hf(1,-1) = e {_42 _42} definita positiva,

(1,—1) & punto di minimo relativo.

-2
4

(—2,2) & punto di sella.

Hf(-2,2) = ¢ [ _42} indefinita,

13
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1. Integrali doppi. Calcolare 'integrale doppio

//e_”2 || ydxdy
Q

dove €2 ¢ il semicerchio di centro l'origine e raggio 2 contenuto nel semipiano y > 0. Si
raccomanda di fare una figura e riportare I'impostazione analitica, in particolare la rappre-
sentazione analitica di 2.

Q:{(m,y):x2+y2§4,y20}:{(m,y):—2§x§2,0§y§\/4—x2}.

, 2 ) Va—zx?
//e"” |x]yda:dy:/ e " x| / ydy | dx
0 —2 0
2 4 — 2 2 4 — 22
:/ ez2|x\< x>d;€:2/ 6””2]x|< x)daz
9 2 0 2

2
= / ey (4 - :c2) dx
0

2% = t; 2wdr = dt;t € [0, 4]

:%/04e_t(4—t)dt:% [—e—t(4—t)};‘—/04e—tdt}
+

:%{4+e—4_1}:

2. Integrali tripli. Calcolare il volume e il momento d’inerzia di un solido omogeneo di
massa m a forma di tronco di cono avente base maggiore di raggio R, base minore di raggio
r e distanza tra le due basi h, rispetto al suo asse di simmetria. Si raccomanda di: fare una
figura, curare la rappresentazione analitica di €2 e ['tTmpostazione del problema. Scrivere i
risultati ottenuti nella forma il pit possibile semplificata.

Q={(v,y,2) : 2 € [0,h], 2> +y* <r(2)*}

14



dove la funzione r (z) ¢ la funzione lineare:

nz)

Percio

Q] = ///dxdydz—/oh (//:C2+y2<m)2dxdy)d :/Ohﬂr(z)zdz
AGE J_m (- 55)

h(R3—r) h(R2+ r?)
3(R—r) '

I = ﬁ/// (x2 + y2) dxdydz = sm /h (// ($2 + y2) dxdy) dz
Q] o Th(R2+rR+12) J, 2242 <r(2)?

dz:

0

=T

15



coordinate polari nell’integrale doppio

r(z —r 4
= sm /h27r /()Padp dz = S /hZ(R_Rh ?) dz
wh(R2+rR+712%) J, 0 h(R2+rR+1?%) Jy 4

h
B 3m _h(R— %z)5 _ 3m (RS — %)
2R (R2+ 7R+ 12) (R—1)5 S 10(R2+rR+72) (R—7)
3m R*+ R3r + R** + Rr3 + 14

R+ rR+1r? '

3. Campi vettoriali. Calcolare il lavoro del campo vettoriale

E: (x?y7xz>
lungo 'arco di curva
x = Cht
v:4 y=Sht pertel0?2].
z=1

Riportare impostazione e passaggi intermedi ed esprimere il risultato nella forma il piu
possibile semplificata.

2,12 2
A= [Sh’t], = Sh’2.

2 2
B:/ tChtdt:[tSht]g—/ Sh tdt
0 0

—2Sh2—Ch2+1.

L =Sh?2+2Sh2—-Ch2+1.

16



4. Integrali di superficie. Sia ¥ la superficie materiale omogenea di massa m rappresen-
tata dal grafico della funzione

z:w—}gcomxz—i-yQSSR2

(dove R > 0 ¢ una costante avente le dimensioni di una lughezza). Calcolare l'area di ¥ e il
suo momento d’inerzia rispetto all’asse z.

flay =5V = (%)

2
— /14 |V Pdedy = /1 + *‘y dady

2 4 .2
\2\://(15:// S T Gy
» 2+y2<3R2 R2
V3R R? p 3/2
—27T/ \/1+R2pd,0—2 ?<1+§)

PN LG )
"3 3

m x? + 12
I = — 24 y?)dS = // 1 dzd
|E| // <$ +y ) ]_4: R2 2+y2<3R2 I +y ) + R o y

V3R F

2 1+ 2
147rR2 T / gt dr
P

dp—dtte[() 4]

V3R

0

{ﬁ R2

2 3
7R2/ Vi+i tR2)R—dt 31?47” /1 + tdt
0

_ 3R*m 52]° 52 3/2
= 1 - Z(
a {{y(-+w ]0 A S dr
3 e 2.2 (g B TSN PR
14 35 of 14 15

3R*m 62\ 58
7 (8_6) 35

5. Sia X la superficie ottenuta facendo ruotare attorno all’asse z la curva 7 che nel piano zz

ha equazioni parametriche:
T = cost ™
{ 2z = sin 2t te [0’5]'

17



Si scrivano le equazioni parametriche di ¥ e si calcoli il flusso del campo vettoriale
E = ((Ea Y, 2'2)

attraverso la superficie ¥, orientata col versore normale orientato in modo da avere la com-
ponente z positva.

Equazioni parametriche di X:

x = costcosl .
y =costsinf t € |:O,§:|,¢9€[0,27T].
z = sin 2t

1=

(t,u) = (costcosf,costsinf,sin 2t)

t,u) = (—sintcosd, —sintsin 0, 2 cos 2t)

1=
&

ry (t,u) = (— costsinf, costcosd,0)

i J k
r, X Ty =|—sintcosf —sintsinf 2cos?2t
—costsinf costcosf 0

= (—2costcosf cos2t,—2costsin b cos 2t, — costsint)

= —cost (2cosfcos2t,2sinf cos 2t,sint) .

ndS = £ (r, X ry) dtdf

La terza componente di (r, x ry) ¢ — cost sint, affinch¢ sia positiva per ¢ € (0, %) dobbiamo
cambiare segno, quindi scegliere

ndS = cost (2 cosf cos 2t, 2 sin 0 cos 2t, sin t) dtdo.

Ora,
F = (z,y,22) = (costcosf, costsin b, 2sin 2t)

e il flusso richiesto é:

<I>=//E(£(t7U))-ﬂdS
s
2T w/2
—/ / cost (2 cos B cos 2t,2sin f cos 2t, sint) - (cost cos @, costsin, 2sin 2t) dt | df
0 0

2T w/2
= / (/ cost (2 costcos2t + 2sint sin 2t) dt) do
0 0

/2 T
:277/ 2 cos? tdt = 4n - — = 7.
0 4

18
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1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy

{ Y =02r—1)e ¥
y(=1)=0

e determinare l'intervallo pitt ampio su cui e definita la soluzione, giustificando ’affermazione.

Equazione a variabili separabili, I’equazione non ha soluzioni costanti.

Risolviamo:
/e3ydy —/(2x —1)dz

eV 9 N

— =x"—x+c
3
)

Imponiamo la condizione iniziale y (—1

che da 1
y(z) = glog (32% — 3z — 5)

purché risulti
32 — 32 — 5> 0,

ossia
3 —+/69 3+ 69
r<——m—ox > —.
6 6
Poiché la soluzione dev’essere definita in un intorno di x = —1, punto in cui é assegnata la

condizione iniziale, scegliamo l’'intervallo

3 —/69
o0, S ),
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che effettivamente contiene —1, in quanto [non serve la calcolatrice per stabilirlo!]:

V69 V69 — 3
<~

6 6

Conclusione: la soluzione &

3 _
1< <1<+= V69 <9< 69 < 8&l1.
1 2
y(z) = glog (32% — 3z — 5)
e l'intervallo massimale su cui & definita é:

3—/69
—OO,T .

2. Curve e integrali di linea
Si consideri la linea materiale piana v, omogenea, di massa m, rappresentata dalla curva
parametrizzata:

r = Ry/tcost
Y= R\/Zsmt per t e [07 27T]7
z =Rt

dove R > 0 ¢ una costante avente le dimensioni di una lunghezza). Calcolare il suo elemento
d’arco, la sua lunghezza e il suo momento d’inerzia rispetto all’asse z. Riportare con cura
l’impostazione e scrivere i risultati ottenuti nella forma il pit possibile semplificata.

Posto r(t) = (R\/Ecos t, R\/tsint, Rt), si ha:

1 1
r(t) =R —cost—ﬁsint,—sint—i—\/Ecost,l)
' (®) (Zﬂ 2/t
1 R? R?

/ 2 _ p2f( & _ 2 _ 2
I ()" =R (4t+t+1> " (4 + 4t + 1) " (2t +1)

R

ds = ——= (2t +1)dt.
2\5( )

Lunghezza:

Z(y):Ads:/OQW%(zt+1)dt:R/o2ﬂ<\/E+2L\/¥>dt

2 o 2 4

=R {gt?’/? + \/Z} =R (5 (2m)*/% + \/27r> = V27R (57 + 1) .
0

Momento d’inerzia rispetto all’asse z:

m

2y ags = [ Ry B
I:W/w(x +y)d8_l(”y)/0 Rt 2\/%(2t+1)dt

3 2 2 2
_ mit / (t3/2 + ﬁ) dt = L {2t5/2 + 1t3/2:|
V2rR (37 + 1) Jo 2 Vor (37 +1)
1

) 5 3,
_omR 12 s L e mBE 2 s L
Vor (47 +1) {5@) +3(2> ] (37 +1) {5(2)+3(2 >]

4 1
I 2 12 5
:27TmR2(Z7T 3) :gﬂ'( Tt )mRz.




3. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili

Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione (nel dominio della
funzione stessa, da determinare), studiarne la natura (cioé decidere se sono punti di minimo,
massimo, o sella).

fz,y)=¢e""Y ($2+y2—4).
fe=e"V (2 +y*+2x—4)=0 P4y +2r—4=0
fy=€e"Y(—2>—y*+442y)=0 | —a?—y*+4+2y=0

e sommando membro a membro si ha:

r+y=0y=—x
202 +22 —4=0,22+2-2=0,(z— 1) (x +2) =0,

da cui
(1,-1),(-2,2)

sono i punti stazionari.
Calcoliamo la matrice hessiana.

Hf(z.y) = e (2% + y* + 4o — 2) Y (=2 —y? — 20 + 2y +4)
T er v (o =y — 224 2y + 4) e Y (22 4+ y? — 4y — 2)

_ oy 2?2+t 4+ 4 —2 —x? -y 20 +2y+4
N —x? —y? 20 +2y+4 2 4y — 4y — 2

Studiamo ora la natura dei punti stazionari:

Hf(1,-1) = € {_42 _42} definita positiva,

(1,—1) & punto di minimo relativo.

Hf(-2,2) =¢* {_42 _42} indefinita,

(—2,2) & punto di sella.

4. Integrali doppi. Calcolare I'integrale doppio

// e |z| ydady
Q

dove () ¢ il semicerchio di centro l'origine e raggio 2 contenuto nel semipiano y > 0. Si
raccomanda di fare una figura e riportare I'impostazione analitica, in particolare la rappre-
sentazione analitica di 2.

Q:{(a:,y):x2+y2§4,y20}:{(a:,y):—2§x§2,0§y§\/4—x2}.
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) 2 ) V4—z?
//e‘x |x|ydmdy:/ e " x| / ydy | dx
Q -2 0
S R
:/ e’ |x|< x)dmzZ/ e’ |x|< x)dx
L 2 ; 2

2
= / e (4 —2%) dz
0

v? = t;2zdr = dt;t € [0, 4]

1[4

= — 7t4— —=
2/06 (4—t)dt
3

{ [—et(4—1)]; — /04 etdt}

—4

+ o=

1 _
:5{4+e -1} = 5

5. Flusso di un campo vettoriale. Sia ¥ la superficie ottenuta facendo ruotare attorno
all’asse z la curva ~ che nel piano xz ha equazioni parametriche:

T = cost ™
{ z = sin 2t te [0’5]'

Si scrivano le equazioni parametriche di ¥ e si calcoli il flusso del campo vettoriale
E = (IE, Y, 22)

attraverso la superficie X, orientata col versore normale orientato in modo da avere la compo-
nente z positva. Riportare impostazione e passagqgi intermedi ed esprimere il risultato nella
forma il piv possibile semplificata.

Equazioni parametriche di X:

T = costcosf -

y =costsinf t € [0,—},96[0,2%].
. 2

z = sin 2t

r(t,u) = (costcosf,costsin @, sin 2t)

(t,u)

ry (t,u) = (—costsind, costcosf,0)

(—sintcos @, —sintsin 6, 2 cos 2t)

1=
~

L J k
r, X Ty =|—sintcosf —sintsinf 2cos?2t
—costsinf costcost 0

= (—2cost cosf cos2t, —2 costsin b cos 2t, — costsint)

= —cost (2cosfcos2t,2sinf cos2t,sint) .
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ndS = £ (r, X ry) dtdf

La terza componente di (r, X ry) & — costsint, affinché sia positiva per t € (0, %) dobbiamo
cambiare segno, quindi scegliere

ndS = cost (2 cosf cos 2t, 2 sin 0 cos 2t, sin t) dtdo.

Ora,
F = (2,y,22) = (costcosf, costsinb, 2sin 2t)

e il flusso richiesto é:

¢=/LE@

(t
w/2
:/ / cost (2 cos @ cos 2t,2sin f cos 2t, sint) - (cost cos @, costsinf, 2sin 2t) dt | df
0 0

2T w/2
= / (/ cost (2 costcos2t + 2sint sin 2t) dt) do
0 0

w/2 g
:27r/ 2cos? tdt = 47 - — = 7.
0 4

,u)) - ndS
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Analisi Matematica 2. Appello di gennaio 2025 :
Ingegneria Elettronica. Politecnico di Milano Es. | Punti

A.A. 2024/2025. Prof. M. Bramanti
Svolgimento Tema n°2

Gl W[ N =
ENIR=NIENTIEN | RN

Tot. | 33

1. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

y' + 3y =a? — 2z — 3.
Equazione omogenea:

a?+3a=0

a=0a=-3.
Integrale generale dell’omogenea:

2 () = 1 + cpe™ ",

Equazione completa, metodo di somiglianza. Poiché a primo membro manca il termine in vy,
cerchiamo una soluzione particolare del tipo:
7 (z) = ax® + bx® + cx,
7 (z) = 3az® + 2bx + ¢
7" (z) = 6ax + 2b.

(6ax + 2b) + 3 (3az® + 2bx + ¢) = 2° — 22 — 3.

96L - 1 a = 9

6a + 6b = —2 §+3b:—1,b:—‘§1

2b+3c=-3 —$4+3c=-3,c=-2
Quindi una soluzione particolare dell’eqauzione completa é:

1, 4, 19
A e T
e 'integrale generale dell’equazione é:
1 4 19
y(z) = §$3 - §fE2 e + 1+ e
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2. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

202 sinx — 3y3e® — 222y + xy?
er (z, 0,0
(o) = R ber (:9) 7 (0.0)

0 per (z,y) = (0,0).

a. Stabilire se f & continua in (0,0).

b. Stabilire se f ¢ derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V£ (0,0).
c. Stabilire se f & differenziabile nell’origine.

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

a. Scriviamo:

f (o.g)| < 22 lsinz] +3yl” e” + 227 Jy| + || v
? — 3:2 +y2
_ 22?2l 22 |yl + Jxly® | Blyfer
< +
2% + 42 y?
_ 222 |z| + 222 |y| + |z| y?
x2 + 92

+3’y|€x5g1(l’,y)+g2(l‘,y)

Poiché g; (z,y) & positivamente omogenea di grado 1 e continua fuori dall’origine, ¢; (x,y) —
0 per (x,y) — (0,0). D’altro canto go ¢ una funzione continua che si annulla nell’origine,
percio per il teorema del confronto, f (z,y) — 0 per (z,y) — (0,0), percio f & continua.

b.

272 sinx . .. O0f
f(z,0)= — 2 = 2sinx ~ 2z, quindi Iz (0,0) = 2.
—3y3
f(0,y) = i —3y
af
—(0,0) = -3.
oL 0.0

Quindi f & derivabile in (0,0), con Vf(0,0) = (2,—3).
c. Per definizione f ¢ differenziabile nell’origine se e solo se:

f(z,y) — 2z + 3y

g\x,y
(@.9) —

— 0 per (z,y) — (0,0).

g () = 1 (2x2 sinz — 3y3e® — 222y + zy? ot 3y)
V= TEre RN
_ 22%sinz — 3yPe” — 227y + xy® 4 (2% 4 y?) (—22 4 3y)
(a2 + y?)*?
_ 22% (sinw —x) — 3y° (e” — 1) 4+ 2%y — ay?
(22 +y2)*?
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In particolare,

272 (sinx — 1) — 2423 (¥ — 1) + 223 — 423
(22 + 422)*?
2(sinz —x) — 24x (e — 1) 2z

- 5572 |1 i hi (x) + hs (),

g (z,2x) =

dove h; (z) — 0 per x — 0 (per sviluppi di Taylor in una variabile), mentre hy (z) — IF53%
per z — 0%. Poiché g (z,y) non tende a zero, f non ¢ differenziabile in (0,0) .

3. Integrali tripli. Calcolare il volume e il momento d’inerzia di un solido omogeneo di
massa m a forma di tronco di cono avente base maggiore di raggio R, base minore di raggio
r e distanza tra le due basi h, rispetto al suo asse di simmetria. Si raccomanda di: fare una
figura, curare la rappresentazione analitica di €2 e limpostazione del problema. Scrivere i
risultati ottenuti nella forma il pit possibile semplificata.

Q={(z,y,2): 2 €[0,h],2% +y* <r(2)?}

dove la funzione r (2) ¢ la funzione lineare:

12)
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Percio

0

Q] = ///d:cdydz—/oh (//xz+y2<m)2dxdy>d /Ohw(z)de
wo [ (n ) e (- 1)
“"3@ER-r) " 3

h(R3—r)_ h(R?*+rR+r?)
I = ﬂ/// (332 + yZ) drdydz = sm /h (// (:ic2 + y2) da:dy) dz
|Q| Q mh (R2 + rR -+ 7"2) 0 z2+y2§7.(z)2

coordinate polari nell’integrale doppio

r(z —r 4
= s /h27r /()p3d,0 dz = sm /h2<R_Rh Z) dz
wh (R?+rR+1?) J, 0 h(R?+1R+12) J,

3m _h(R—%zf]h_ 3m (R® —17)

W

2h (R? +rR+ r?) (R—r)b 100(R2+rR+1r?) (R—r)
_ 3 (B4 Rr+ R4 R4
R+ rR+1r? '

4. Campi vettoriali. Calcolare il lavoro del campo vettoriale

E = (l’,y,l‘2>
lungo I’arco di curva
x = Cht
v:4 y=5Sht pertel02].
z=1

Riportare impostazione e passaggi intermedi ed esprimere il risultato nella forma il piu
possibile semplificata.

27



2,12 2
A= [Sh*t]] =Sh*2.
2 2
B:/ tChtdt:[tSht]g—/ Sh tdt
0 0

=25h2—-Ch2+1.
L=Sh’2+2Sh2—Ch2+1.
5. Integrali di superficie. Sia X la superficie materiale omogenea di massa m rappresen-

tata dal grafico della funzione

z:x—}gconxQ%—yZSSRz

(dove R > 0 ¢ una costante avente le dimensioni di una lughezza). Calcolare 'area di ¥ e
il suo momento d’inerzia rispetto all’asse z. Riportare impostazione e passaggi intermedi ed
esprimere il risultato nella forma il pit possibile semplificata.

flay) =iV @) = (3 5)

2
\/1+|Vf| dady = 11 + +y Y dedy
2 2
\2\—//ds—// 1+ 2 gedy
2 24+9y2<3R2 R?
V3R
_27r/ \/1+R2pdp—27r

P LG )
"3 3

m x2 + 12
I=— 24 42)dS = // 1 dxd
|E|// <$ +y) ]_4: R2 2+y2<3R2 I +y) + R * y

V3R F

2 1+ 2

147rR2 m / gt dr
0>

V3R

)2 3/2
0

2 3
;’:; VI+t(tR?) R—dt 31?47” V1 tdt
0

3R2 3/2 s 32 3/2
= 1 -

a {{3“ 1) ]0 /03( 12 ar
3 e 2.2 gy B L T
14 35 of 14 15

2
=3 (5 ) = i

7
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