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1. Equazioni differenziali del prim’ordine. Risolvere il problema di Cauchy

{ y —4ycosx = 2cos’ x
y(0) = 3,

dopo aver determinato a priori I'intervallo pitt ampio su cui & definita la soluzione, giustifi-
cando 'affermazione.

2. Equazioni differenziali del second’ordine. Scrivere I'integrale generale dell’equazione
y" + 4y + 9y = 4sinz,
riportando chiaramente i passaggi.

3. Curve e integrali di linea. Si consideri la curva piana ~ di equazione polare:

p = cos’ (g) per 6 € [0,37].

a. Stabilire se la curva ¢ regolare, o regolare a tratti, determinando gli eventuali punti
singolari della curva (non i valori singolari del parametro).
b. Calcolare la lunghezza della curva.



4. Calcolo differenziale per funzioni di due variabili. Si consideri la funzione:

2z sin? x + x°
f (iL’,y) = 2+ 3y4 per (l’,y) 7£ (0, O)

0 per (z,y) = (0,0).

a. Stabilire se f ¢ continua in (0,0).

b. Stabilire se f ¢ derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V£ (0,0).

c. Calcolare in base alla definizione le derivate direzionali D, f (0,0) per un generico versore
v= (cos#,sinf). A posteriori, la formula del gradiente vale?

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

5. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili. Dopo aver determinato
tutti i punti stazionari della seguente funzione, studiarne la natura (cioé decidere se sono
punti di minimo, massimo, o sella).

flay =e™ (2*+@y—-27.
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1. Integrali doppi. Calcolare I'integrale doppio

/ / ——————dzdy
x2 + 4y )

Q={(z,y): 2 +4y* < 1,2 >0,y > 0}.

sul dominio (quarto di ellisse)

Si raccomanda di fare una figura e riportare l'impostazione analitica e i passaggi.

2. Integrali tripli. Calcolare il volume e il momento d’inerzia del solido omogeneo di
massa m (piramide a base quadrata) descritta da

Q=A{(2,y,2) : 2 € [0, ], 2| + [y| < 2}

rispetto all’asse z. S raccomanda di: fare una figura e curare l'impostazione del problema.
Scrivere 1 risultati ottenuti nella forma il pit possibile semplificata.

3. Integrali di superficie. Sia X la superficie ottenuta facendo ruotare attorno all’asse
z (per un giro completo) la curva 7 che nel piano 2z ha equazioni parametriche (quarto di
ellisse):
™
z =2Rsint te [0’ 5]

con R > 0 costanti fissate. Si calcoli ’elemento d’area su 3, si scrivano le equazioni para-
metriche di X e si calcoli 'integrale di superficie:

// 2%2d8S.
b

{ r = Rcost



4. Formule di Gauss-Green. Calcolare I'area racchiusa dalla curva piana di equazione
in forma polare

p = Rfcosb, per 6 € [O, g} ,

(dove R ¢ una costante positiva avente le dimensioni di una lunghezza) utilizzando la formula
dedotta dal teorema di Gauss-Green.

5. Serie di Fourier. Si consideri la funzione 6-periodica definita in [—3, 3] da

f(x):{ |z| — 2 se |z| > 2

0se |z|] <2

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa ¢ possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa ¢é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, semplificare opportunamente ’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.

St raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo det
coefficienti di Fourier, quindi esequire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
ed il risultato, nella forma piu esplicita e semplificata.
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1. Equazioni differenziali del second’ordine. Scrivere I'integrale generale dell’equazione
y" + 4y + 9y = 4sinz,
riportando chiaramente i passaggi.

2. Curve e integrali di linea. Si consideri la curva piana v di equazione polare:

p = cos’ (g) per 0 € [0, 37].

a. Stabilire se la curva é regolare, o regolare a tratti, determinando gli eventuali punti
singolari della curva (non i valori singolari del parametro).
b. Calcolare la lunghezza della curva.

3. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili. Dopo aver determinato
tutti i punti stazionari della seguente funzione, studiarne la natura (cioé decidere se sono
punti di minimo, massimo, o sella).

flry)=e™ (2 + (y—2)°).



4. Integrali doppi. Calcolare I'integrale doppio

/ / ——————dxdy
x2 + 4y )*

Q:{(x,y):x2—|—4y2§1,:v20,y20}.

sul dominio (quarto di ellisse)

Si raccomanda di fare una figura e riportare l'impostazione analitica e i passagqi.

5. Serie di Fourier. Si consideri la funzione 6-periodica definita in [—3, 3] da

x| —2se |z| >2
f(x)—{ 0se |z] <2

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, semplificare opportunamente 1’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.

St raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo det
coefficienti di Fourier, quindi esequire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passagqi
ed il risultato, nella forma piu esplicita e semplificata.
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1. Equazioni differenziali del prim’ordine. Risolvere il problema di Cauchy

{ y —4ycosx = 2cos’ x
y(0) = 3,

dopo aver determinato a priori I'intervallo pitt ampio su cui & definita la soluzione, giustifi-
cando 'affermazione.

2. Calcolo differenziale per funzioni di due variabili. Si consideri la funzione:

2z sin? x + x°
f (55>y) = 2+ 3y4 per (l’,y) 7é (0, O)

0 per (z,y) = (0,0).

a. Stabilire se f ¢ continua in (0,0).

b. Stabilire se f ¢ derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V£ (0,0).

c. Calcolare in base alla definizione le derivate direzionali D, f (0,0) per un generico versore
v= (cosf,sinf). A posteriori, la formula del gradiente vale?

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

3. Imtegrali tripli. Calcolare il volume e il momento d’inerzia del solido omogeneo di
massa m (piramide a base quadrata) descritta da

Q={(2,9,2) : 2 € [0, ], 2| + [y| < 2}

rispetto all’asse z. Si raccomanda di: fare una figura e curare l'impostazione del problema.
Scrivere 1 risultati ottenuti nella forma il pit possibile semplificata.



4. Formule di Gauss-Green. Calcolare I'area racchiusa dalla curva piana di equazione
in forma polare

p = Rfcosb, per 6 € [O, g} ,

(dove R ¢ una costante positiva avente le dimensioni di una lunghezza) utilizzando la formula
dedotta dal teorema di Gauss-Green

5. Integrali di superficie. Sia ¥ la superficie ottenuta facendo ruotare attorno all’asse
z (per un giro completo) la curva 7 che nel piano zz ha equazioni parametriche (quarto di

ellisse):
r = Rcost T
{ z=2Rsint te [0’ 5]

con R > 0 costanti fissate. Si calcoli ’elemento d’area su 3, si scrivano le equazioni para-
metriche di ¥ e si calcoli 'integrale di superficie:

// x%2dS.
b
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1. Equazioni differenziali del prim’ordine. Risolvere il problema di Cauchy

{ y’—4y cosx = 2cos® x

dopo aver determinato a priori I'intervallo pitt ampio su cui ¢ definita la soluzione, giustifi-
cando 'affermazione.

Equazione lineare del prim’ordine a coefficienti continui su tutto R: la soluzione del problema
di Cauchy sara definita su tutto R.

a(r)=—4cosx

A(z)= [a(x)dx = —4sinz

y (z) = e*sin® {c—i— 2/64Sin’”cos3 xdm} :

/6_451” cos® xdr = /e 40T cos (1 —sin® z) do = (sinx = ¢; cos zda = dt)
/e4t — %) dt = Lo (1-1t%) —/—1 “H(=2t)dt
4 4

o4t _2_1 —4t
= 4 (1-¢%) 2/6 tdt

1 —4t 1 —4t
B
{ 1° 16°

1 —4t 2 1 1 —4t 2
== 14+ +-t+=) == 24+ 4t —
4° ( 2 8) 32° (8 7)

— 3—26_4Sin‘” (8 sin®x 4+ 4sinx — 7) )

e l'integrale generale é:

__ _4sinz
y(x)=e {c+ 16

i6_45i]”“ (8 sin®x 4+ 4sinx — 7)}

. 1
4sinx i

8sin?x +4sinx — 7
16

= ce



Imponiamo la condizione di Cauchy:

1 7

5 =y(0)=c— 6
15
c=—.
16

La soluzione del problema é:
15 4. 1
y(x) = 1—6645”” + 16 (8sin®z + 4sinz — 7).

2. Equazioni differenziali del second’ordine. Scrivere I'integrale generale dell’equazione
y" + 4y + 9y = 4sinz.
Equazione omogenea:

a?+4a+9=0
a=—2+iV5.

Integrale generale dell’omogenea:

z(z) =e (cl Cos <\/3x> + ¢y sin <\/53:>> :

Equazione completa, metodo di somiglianza. Poiché il termine noto non risolve I’equazione
omogenea, cerchiamo una soluzione particolare del tipo:

y(r) =acosz + bsinz,
7 () = —asinx + beosw
—//
)

() = —acosz — bsinx

(—acosz —bsinz) + 4 (—asinz + beosx) + 9 (acosx + bsinx) = 4sinx.

—a+4b+9a =0 8a+4b=0 b= —2a a:—%
—b—4da+9b=4 —4a+ 8b =4 —a+2b=1 b=2
Quindi una soluzione particolare dell’equazione completa é:
§(r) =~z cosz + 4 s
= ——cos -8
y(z £ COST+ -sing

e 'integrale generale dell’equazione e:

1 2
y(x) = —p COSZ + v sina + e > <C1 cos <\/31’> + ¢y sin <\/5x>> :

3. Curve e integrali di linea. Si consideri la curva piana ~ di equazione polare:
5 (0
p=cos” |3 per 6 € [0,3n].

10



a. Stabilire se la curva & regolare, o regolare a tratti, determinando gli eventuali punti
singolari della curva (non i valori singolari del parametro).
b. Calcolare la lunghezza della curva.

, 2 0\ . [0
p=—=cos|=|sin|=
3 3 3
0 4 0 0
ds = \/p? + (p')?d0 = \/cos4 (g) + §C082 (§> sin? (§>d0
0 0
cos (3) ‘ \/0052 ( — sin2 (5) do
coS Q 1—§sim2 — d@
3 9 3

Poiché }cos (g)’ =0 per 0 = %7‘(‘ ep (%7?) = 0, 'origine & punto singolare della curva.

3
:/ds:/ cos Q)‘ 1—§sin2 (Q)dﬁ
. . 3 9 3
bt
5=
T 5 /2 5
:3/ |cos t| 1——sin2tdt:6/ costy/1 — —sin? tdt
0 9 0 9

sint = u

—6/ \/1——u2du

—sinx

arcsin(\/g/?) arcsin(\/g/?))

) 1
V1 — sin? xi coszdr = 8 cos? xdx
V5 V5 Jo

B % {W] Zrcsin(\/5/3) _ % (? cos (arcsin (\/5/3)) + arcsin (\/5/3)>

_ 9 <é . g + arcsin <\/5/3>> =924+ 9 arcsin (\@/3) .

c\§

V5 \ 3 V5

4. Calcolo differenziale per funzioni di due variabili. Si consideri la funzione:

2z sin? x + x1°
f (I.7y) — $2 + 3y4 per (x’y) ?é (07 0)

0 per (z,y) = (0,0).

11



a. Stabilire se f ¢ continua in (0,0).

b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0,0).

c. Calcolare in base alla definizione le derivate direzionali D, f (0,0) per un generico versore
v= (cosf,sinf). A posteriori, la formula del gradiente vale?

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

a.

2zsin’z| |y 2z sin® x| |xyP] sinfx 1
22 + 3y4 72 _|_3y4 — 72 + 3y4 =2 |l’| 72 +§ ‘xyl —0 per (a:',y) - (070)7

|f (z,y)] <

e per il teorema del confronto questo ¢ anche il limite di f in (0,0), quindi la funzione &
continua.

b. )
2x sin“ x

f(a:,O) == T ~ 227,
quindi esiste % (0,0) = 2;
f(0,y) =0,
quindi esiste % (0,0) = 0. Percio f & derivabile nell’origine con V f (0,0) = (2,0).
c. Sia v= (cosf,sinf) e

g (t) = f(tcosh,tsinh)

_ 2tcosBsin® (tcosf) + t cos b (tsin 0)°
(tcosf)” + 3 (tsinh)*

_ 2sin®(tcos ) cos b . cosfsin®f
ot [cos2 0 + 3t2 sin* 9] cos?  + 3t2sin 0
2cos’f

~t ~ 2tcosf per t — 0,
cos? f + 3t2sin* 0 P

purché sia cos @ # 0. Quindi per cosf # 0
D,f(0,0) =¢'(0) = 2cosb.

Se poi cosf = 0 allora g (1) =0e D,f (0,0) = 0.
Poiché
V£(0,0) -v=(2,0) - (cos,sinf) = 2cosb,

a posteriori la formula del gradiente vale.

5. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili. Dopo aver determinato
tutti i punti stazionari della seguente funzione, studiarne la natura (cioé decidere se sono
punti di minimo, massimo, o sella).

flay) =e™ (2 +(y—2)7).

{ fo=e" (=22 (22 + (y—2)*) +22) =0
fyp=e"2(y—2)=0=y=2

12



quindi la prima equazione da
223 +22x =0
—2z (2 —1) =0
r=0zrz=1r=—-1
e i punti stazionari sono:
(0,2),(1,2),(-1,2).
Calcoliamo la matrice hessiana.
fow = 27 (227 (2® + (y — 2)2) — 222 — 327 — (y—2)° + 1)
2
foy =77 (=4 (y — 2))
foy = )

Poiché in tutti e tre i punti da studiare ¢ y = 2, tanto vale scrivere

4 5.2
Hf (2,2) = 2™ Fm gx 1 g}

Studiamo ora la natura dei punti stazionari:

Hf(0,2)=2 [(1) g] definita positiva,

(0,2) & punto di minimo relativo.

Hf(1,2) =2¢e! {_02 g] indefinita,

(—1,0) & punto di sella.

-2
0

(—1,2) & punto di sella.

Hf(-1,2) =2¢! { g] indefinita,

13
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1. Integrali doppi. Calcolare 'integrale doppio

/ / —————dzdy
562 + 4y )*

Q={(z,y): 2 +4* < 1,2 >0,y >0}.

sul dominio (quarto di ellisse)

Si raccomanda di fare una figura e riportare I'impostazione analitica e i passaggi.

Introduciamo le coordinate ellittiche

x = pcosb P
{ y = 2sind dxdy = 2d,oal9

Q=A{(p,0):pec|0,1],0 € [0,7/2]}

» 2y T2t a,ptcos?fsind 1
eV —————dxdy :/ (/ eSOl dp) do
//Q (22 + 432) 0 0 204 2

1 w/2 1 s

= _/ cos® fsin 0 </ e Preos 0pdp> de
4 Jo 0

1

1 w/2 5 ‘ e—p2 cos2 0

= 4_1 /0 cos” fsind [—m i do

1 [7/? >
:§/ cosHsinH(l—e’cos 9) df
0

cosf =t
1/1 ) 172 1 1"
= - t<1—et)dt:—{—+—et}
8 Jo 812 2 o
1 1
= —(1+elt-1)=—
76 (1 +e ) = 16

2. Integrali tripli. Calcolare il volume e il momento d’inerzia del solido omogeneo di
massa m (piramide a base quadrata) descritta da

Q=A{(2,9,2) : 2 € [0, ], || + [y| < 2}

14



rispetto all’asse z. Si raccomanda di: fare una figura e curare l'impostazione del problema.
Scrivere i risultati ottenuti nella forma il pit possibile semplificata.

La piramide ha vertice nell’origine, altezza h e base quadrata di semidiagonale h, quindi lato
h\/§, area di base 2h? e volume

Q| = —2h2 S
3

Il momento d’inerzia rispetto all’asse z é:

I = %/// (a:2+y2) dzxdydz
? +y ) dxdy) dz
2h3 </ /|x+y|<z

per simmetria

ey ZUsY

ey ZUnd

(f [ e
Lo ( [y )dz

12m

m 12

h 5
~m 4, _mh’> 1 .,
ﬁOZdZ—ﬁg—gmh

3. Integrali di superficie. Sia ¥ la superficie ottenuta facendo ruotare attorno all’asse
z (per un giro completo) la curva 7 che nel piano zz ha equazioni parametriche (quarto di

ellisse):
z = Rcost T
{ 2z =2Rsint te [0’ 5]

con R > 0 costanti fissate. Si calcoli ’elemento d’area su 3, si scrivano le equazioni para-
metriche di X e si calcoli 'integrale di superficie:

// 2%2d8S.
by

[ z=a(t) = Rcost 7r
7'{ z=">0(t) =2Rsint te [0’5]

15



dS = a(t)\/a' (t)* + V' (t)*dtdd
= Rcos t\/ R2sin?t + 4R2 cos? tdtdf

xz = Rcostcost .
Y:<Q y= Rcostsinf te [0,5},6’6[0,27r].
z = 2Rsint

2T /2
// r22dS = / (/ (Rcostcosf)’ (2Rsint) Rcost\/ R2sin?t + 4R? cos? tdt) do
s 0 0

27 /2
=2R° (/ cos? 9d6’> (/ cos® tsinty/(1 — cos?t) + 4 cos? tdt)
0 0

w/2
= 2R / cos® tsintv/1 + 3 cos? tdt
0

[cost = u; —sintdt = du;u € [1,0]]

1
= 2R57T/ V1 + 3u2du
0

1 21
V14 3u2 = s;1+ 3u? = 5% 6udu = 2sds; udu = gsds;u2 _ 2 3 ;s €1, 2]
5 3 5 S 1 1
2R u’V'1+ 3udu = 2R -s-gsds
1

9 & 817 2 32-1 8—1
— IR | 2| =ZRS —
o5-5) e (%)

2 /31 T\ 2 . (58 116
_9R7T<5 3)_9R7T(15)_1357TR'

4. Formule di Gauss-Green. Calcolare I'area racchiusa dalla curva piana di equazione
in forma polare

p = Rfcos, per 0 € [O, a ,

(dove R ¢ una costante positiva avente le dimensioni di una lunghezza) utilizzando la formula
dedotta dal teorema di Gauss-Green

/2
Area = / f — / R%6? cos® 0dp
1 + cos 20 R2 9 . 2

16



s 3
/ 02do = |
; 3

/2 in 9 /2 /2 in 2 /2
/ 02 cos 20d0 — {HQSm 9} _ / 0931020 4g _ _ / 0 sin 200
0 2 0 0 2 0

/2 /2 . /2
_ {_900826] +/ cos26d9 _ T [511129} _T
2 |, o 2 1 1, 1

A —_ - — _— —_— — - = 47 2 —_— .
T ( 3 4) ( 3 4) ( 9)

Quindi

5. Serie di Fourier. Si consideri la funzione 6-periodica definita in [—3, 3] da

 Jx]—2se |z| >2

f(x)—{ 0se |z] <2
a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa ¢é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.
b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, semplificare opportunamente 1’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.
St raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo det
coefficienti di Fourier, quindi esequire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passagqi
ed il risultato, nella forma piu esplicita e semplificata.

a. La funzione periodizzata & continua su R e regolare a tratti (con punti angolosi). Percio
la serie di Fourier di f converge puntualmente a f in [—3, 3]. I coefficienti di Fourier saranno

o(3):

b. La funzione é pari, percio by = 0 per ogni k. Per calcolare gli ay, poiché¢ T' = 6, w = 2” =z,
2 T/2 4 T/2 k»
ay = — f (z) cos (kwzx) dr = = f (x) cos (kwx) d / f (x) cos ™) da
T -T/2 T Jo

3
:2/ (x — 2) cos (l{:ﬁ:x) dx
3/, 3

2 [° 2
aoz—/(:p—2)dw:—
3/, 3

Per k > 1, integrando per parti,




La serie di Fourier di f &

18
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1. Equazioni differenziali del second’ordine. Scrivere 'integrale generale dell’equazione
y" + 4y + 9y = 4sinz.
Equazione omogenea:

o> +4a+9=0
a=—2+iV5.

Integrale generale dell’omogenea:

z(z)=e* <01 cos <\/5x> + ¢o8in (\/535)) :

Equazione completa, metodo di somiglianza. Poiché il termine noto non risolve I’equazione
omogenea, cerchiamo una soluzione particolare del tipo:

y(x) =acosz + bsinz,
7 () = —asinx + bcosx
—//
)

() = —acosz — bsinx

(—acosz —bsinz) + 4 (—asinz + becosx) + 9 (acosx + bsinx) = 4sin x.

—a+4b+9a =0 8a+4b=0 b= —2a a:—%
—b—4a+9 =4 —4a +8b =4 —a+2b=1 bz%
Quindi una soluzione particolare dell’equazione completa é:
§(r) =~z cosz+ 4 s
= ——cos -8
y(z £ COST+ sing
e 'integrale generale dell’equazione é:
1 2 : —2x :
y(x) = —gcosx+381nx+e <01 Ccos (\/gsc) + ¢y sin (\/51‘)) :
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2. Curve e integrali di linea. Si consideri la curva piana 7 di equazione polare:

p = cos® (g) per 0 € [0,3n].

a. Stabilire se la curva ¢ regolare, o regolare a tratti, determinando gli eventuali punti
singolari della curva (non i valori singolari del parametro).
b. Calcolare la lunghezza della curva.

p=—=cos|=|sin|=
3 3 3
ds = \/p? + (p')?d0 = \/COS4 (g) + Z§lcos2 (g) sin? (g)d@
0 0 4 0
e 2 ( Z “qn2 [ Z
cos(g)‘\/cos <3>—|—98111 (S)dﬁ
coS (g) ‘ \/1 — gsin2 (g) df

Poiché }cos (g)’ =0 per 0 = %7‘(‘ ep (%7?) = 0, l'origine & punto singolare della curva.

b.
3T
L:/ds:/ coS (Q)‘ 1—§sim2 (Q)dﬁ
. ; 3 9 3
e—t
3=
- 5 /2 5
:3/ |cos t| 1——sin2tdt:6/ costy/1 — —sin® tdt
0 9 0 9
sint = u
1
5
:6/ \/1— —udu
0 9
3 .
U = sinx

S

arcsin(\/g/?)) 18 arcsin(\/g/?s)

osxdr = cos? xdx

V5 Jo

sin & cos z + ] *{(V5/3) V5 . :
_ 18 {%1 0 = % (75 cos (arcsm (\/5/3)) + arcsin (\/5/3)>

<é 2 + aresin <\/5/3>> =2+ 9 arcsin (\@/3) .

I

D
o\,)

—_

|
&,
=
(3]

&
5
(@)

@)

Sle &

33 N
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3. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili. Dopo aver determinato
tutti i punti stazionari della seguente funzione, studiarne la natura (cioé decidere se sono
punti di minimo, massimo, o sella).

flay)=e (2 +(y—2)").
{ fo=e" (—2z (22 + (y — 2)2) +2z) =0

fy=e"2(y—2)=0=y=2

quindi la prima equazione da

—22° + 22 =10
—2z (2 —=1) =0

r=0zrz=1r=—-1

e i punti stazionari sono:

(0,2),(1,2),(-1,2).
Calcoliamo la matrice hessiana.
fow =267 (22% (2* + (y — 2)2) — 222 =322 — (y—2)° + 1)
foy =€ (~4z (y - 2))
Joy = e "2
Poiché in tutti e tre i punti da studiare ¢ y = 2, tanto vale scrivere

4 5.2
Hf (2,2) =27 Fx gx Nk g}

Studiamo ora la natura dei punti stazionari:

Hf(0,2) =2 [(1) g] definita positiva,

(0,2) ¢ punto di minimo relativo.
_1|—2 0] . .
Hf(1,2) =2e 0 2 indefinita,
(—1,0) & punto di sella.
=2 0] . :
Hf(-1,2) =2e 0 2 indefinita,
(—1,2) & punto di sella.
4. Integrali doppi. Calcolare I'integrale doppio

/ / ——————dxdy
:v2 + 4y )*
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sul dominio (quarto di ellisse)
Q={(z,y): " +4° <1,2>0,y > 0}.
Si raccomanda di fare una figura e riportare I'impostazione analitica e i passaggi.

Introduciamo le coordinate ellittiche

x = pcosb P
{ y = Lsing dxdy = 2dpd9

Q=A{(p,0):pec|0,1],0 € [0,7/2]}

» 2y T2t s, pteos®Osind 1
—z drdy — —p“cos® 6 Zod do
// @ 4y / </ ’ 200 2 ”)
1 w/2 1 ) )
= —/ cos® fsin 6 (/ e Peos 9,0dp> de
4 Jo 0
1
1 w/2 —p?cos? 6
——/ cos*fsinf | ——— | dap
4 /o 2 cos? 0 .

/(:/2 cos f sin 6 (1 — e‘cos29> do

oo k=

cos 6

5|,_.OOI>—t =+

1 2 1
1t 1

t(l—e_t2> dt:g |:—+—6_t2}

1

~ 16e’

[e=]

—

1+e ' —1)

5. Serie di Fourier. Si consideri la funzione 6-periodica definita in [—3, 3] da

f(x)—{ |z| — 2 se |z] > 2

0se |z|] <2

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa ¢ possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, semplificare opportunamente 1’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.

St raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi esequire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
ed il risultato, nella forma piu esplicita e semplificata.

a. La funzione periodizzata & continua su R e regolare a tratti (con punti angolosi). Percio
la serie di Fourier di f converge puntualmente a f in [—3, 3]. I coefficienti di Fourier saranno

o(3):
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b. La funzione & pari, percio by = 0 per ogni k. Per calcolare gli a, poiché T'= 6, w = %’r =7,
9 [T/2 4 [T/2 2 [3 k
ay = — f (z) cos (kwzx) dr = — (x) cos (kwzx) dz = —/ f (z) cos TN g
T ~T/2 T Jy 3 Jo 3

2 [? krx
_Z —9 i
3/2 (x )cos( 3 )dw

_ G0\ b

f(z)= 2+kz:;akcos( 3 )
1 6 = (cos (k) — cos (%7)) kma
= g—l-ﬁkz:; ]{,‘2 COS (T)
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1. Equazioni differenziali del prim’ordine. Risolvere il problema di Cauchy

{ y —4ycosx = 2cos’ x

y(0) = 3,

dopo aver determinato a priori I'intervallo pitt ampio su cui & definita la soluzione, giustifi-
cando 'affermazione.

Equazione lineare del prim’ordine a coefficienti continui su tutto R: la soluzione del problema
di Cauchy sara definita su tutto R.

a(r) = —4cosx

A(z) = [a(z)dz = —4sinx

y (z) = etsine {c + 2/6_45“””0053 :Ed;v} .
/6_431” cos® xdr = /6_4Si” cosz (1 —sin’z) dz = (sinz = ¢; coszdz = dt)

e (1—-t)dt = —ie_“ (1-t*) - / —ie‘“ (—2t) dt

1 L[
=—7¢ 4t(1—t2)—§/e “tdt

1 1
{—18_4tt+/16_4tdt}
| |-

- t— —
{ 1° 16°

1 _4 2 1 1 1 —4t 9
— _ —1 _ _ —_ 4t —
e ( + 7+ 2t+ 8) 326 (8t + 4t 7)

IR STV N ¢
= 46 (1 t) 5
1
2

__1—415 g2y
= 46 (1 t)

1 .
= 3—26_431” (8 sin?z +4sinz — 7) .

e 'integrale generale é:
4sinx 1 —4sinx 202 :
y(x)=e C+E€ (8sin’z + 4sinz — 7)

dsine 1 (Ssin2x +4sinx — 7)

= ce 16
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Imponiamo la condizione di Cauchy:

1 7

A T
15
c=—.
16

La soluzione del problema é:
15 4 1
y(x) = Ee“mm + T (8sin®z + 4sinz — 7).

2. Calcolo differenziale per funzioni di due variabili. Si consideri la funzione:

2z sin? z + x1°
f ('I?y) = 2+ 3y4 per (LU,y) # (0, O)

0 per (z,y) = (0,0).

a. Stabilire se f & continua in (0,0).

b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0,0).

c. Calcolare in base alla definizione le derivate direzionali D, f (0,0) per un generico versore
v= (cos#,sinf). A posteriori, la formula del gradiente vale?

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

a.

2zsin’z| |y |2xsin2x|+|xy5\ _ sinz 1

F ) € it s S g g = 2a T eyl = 0 per (2,y) = (0.0),

e per il teorema del confronto questo ¢ anche il limite di f in (0,0), quindi la funzione &
continua.

b.
21 sin?
f(x,()):—xsgl m ~ 2,

T
quindi esiste g—i (0,0) = 2;

f(0,y) =0,
quindi esiste g—i (0,0) = 0. Percio f & derivabile nell’origine con V f (0,0) = (2,0).
c. Sia v= (cosf,sinf) e

g (t) = f(tcosh,tsinh)

_ 2tcosfsin® (tcos ) + tcosf (tsin 0)°
B (tcos@)® + 3 (tsinh)’

_ 2sin®(tcosf) cosd . cosfsin®f
ot [cos2 6 + 3t2sin* 9] cos? ) + 3t2sin* §
2cos® 0

~ 2tcosf per t — 0,

~t
cos2 0 + 3t2sin* 0
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purché sia cos @ # 0. Quindi per cosf # 0
D,f(0,0) =g'(0) =2cosb.
Se poi cosf = 0 allora g (1) =0 e D,f (0,0) = 0.

Poiché
Vf(0,0)-v=1(2,0)- (cos,sinf) = 2cosb,

a posteriori la formula del gradiente vale.

3. Integrali tripli. Calcolare il volume e il momento d’inerzia del solido omogeneo di
massa m (piramide a base quadrata) descritta da

Q={(z,9,2) 1 2 € [0, ], 2] +[y| < 2}

rispetto all’asse z. Si raccomanda di: fare una figura e curare l'impostazione del problema.
Scrivere 1 risultati ottenuti nella forma il pit possibile semplificata.

La piramide ha vertice nell’origine, altezza h e base quadrata di semidiagonale h, quindi lato
h/2, area di base 2h? e volume

Q| = —2h2 3
3

Il momento d’inerzia rispetto all’asse z é:

I = %/// (x2+y2) dxdydz
22ty ) dxdy) dz
2h3 </ A+y|<z

per simmetria

ey b ZUs

<y b Z Uy

B - e
_12m ( [y )dz

”’”l a5

h 1
24 m = —mh?

h3 W5 5
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4. Formule di Gauss-Green. Calcolare I'area racchiusa dalla curva piana di equazione

in forma polare
p = Rfcosb, per 6 € [O, g} ,

(dove R & una costante positiva avente le dimensioni di una lunghezza) utilizzando la formula
dedotta dal teorema di Gauss-Green

/2
Area = / f( = / R%6? cos? 0d6
14 cos 26 R2 9 9

T 3
/ 0240 = =
; 3

w/2 in?2 /2 w/2 in2 w/2
/ 02 cos 20d0 = [928”1 9} _ / 095020 4g — _ / 0 sin 206
0 2 0 0 2 0

w/2 /2 . w/2
2 2 2
_ {_Hcos 0} +/ cos edQ T [sm 9} _T
2 |, 2 1 1, 1
Quindi
R /m n TR? [ 7?2 1 T R?
A e e — = — _—— = == 4 - 9 .
rea 1 (3 4) 1 < 3 4> 18 ( w2 )

5. Integrali di superficie. Sia X la superficie ottenuta facendo ruotare attorno all’asse
z (per un giro completo) la curva 7 che nel piano zz ha equazioni parametriche (quarto di

ellisse):
r = Rcost T
{ 2z =2Rsint te [0’ 5]

con R > 0 costanti fissate. Si calcoli ’elemento d’area su 3, si scrivano le equazioni para-
metriche di X e si calcoli I'integrale di superficie:

// x%2d8S.
¥

J z=a(t) = Rcost z
v { z=1>0(t) =2Rsint te [0’2}'

dS = a (t)\/a' (t)* + ' (t)*dtdd
= Rcos t\/ R2sin’t 4+ 4R2 cos? tdtdd

xz = Rcostcost .
Y:< y=Rcostsinf te [0,5},6’6[0,27r].
z=2Rsint
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27 w/2
/ / 1?2dS = / (/ (Rcostcosf)® (2Rsint) R cos tv/ R2sin t + 4R? cos? tdt) dao
s 0 0

27 w/2
=2R° (/ cos? Qdé’) (/ cos® tsinty/(1 — cos?t) 4 4 cos? tdt)
0 0

/2
= 2R / cos® tsintv/1 + 3 cos? tdt
0

[cost = u; —sintdt = du;u € [1,0]]

1
= 2R57T/ w1 + 3u2du
0
1 21
V1+3u? =s;1+ 3u? = 5% 6udu = 2sds; udu = gsals;u2 _ 2 ;s € [1,2]

1 2 2 1 1
2R57T/ w1+ 3uldu = 2R57r/ i 5 s - gsds
0 1

) 3

2 . [ £ 2 . (32-1 8-1
——R7T|:E—§:| ——R’/T —

2 31 7\ 2 58\ 116
IR (= -2 ) =R (2) = —nR5

9 ”(5 3) 9 7T(15) 135"
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