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1. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

y" — 6y + 9y = 4e” " cos (2x) .

[Per trovare una soluzione dell’equazione completa si richiede di usare il metodo dell’esponenziale
complesso.

2. Massimi e minimi liberi
Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione, studiarne la natura
(cioé decidere se sono punti di minimo, massimo, o sella).

f(x,y):x4+y4—4(x+l)y2+8x

3. Integrali doppi
Calcolare I'integrale

// xze Y/ x? + y2dxdy
Q

dove Q = {(z,y) : 2>+ y* < 4,z > 0}.



4. Lavoro di un campo vettoriale
Calcolare il lavoro del campo vettoriale piano

(=2, zy)

F(x,y) = I+ 22

lungo I’arco di ellisse v di equazioni parametriche:
r(t) = (3cosb,2sinh),0 € [0,7].

5. Funzione implicita
Dimostrare che I’equazione

T
=0
8z + 2y

f (z,y) = arcsin (zy) —

definisce implicitamente una e una sola funzione y = ¢ () in un intorno di zy = }l. Calcolare
quindi ¢’ (}l), semplificando ’espressione ottenuta.
Si puo considerare la funzione f definita nell’aperto

A={(z,y): x>0,y >0,zy < 1}.
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1. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

y" — 6y + 9y = 4e"" cos (2x).

[Per trovare una soluzione dell’equazione completa si richiede di usare il metodo dell’esponenziale
complesso.

o —6a+9=0
(a—3)>=0
a = 3 radice doppia
Integrale generale dell’omogenea:

¥ (e + cg) .

z(z)=e
Equazione completa, metodo dell’esponenziale complesso. Scrivendo
4e™" cos (27) = Re (4e”112))

cerchiamo col metodo di somiglianza una soluzione dell’equazione

w" — 6w’ + 9w = 47112

w (l’) — Aem(71+2i)
w' (x) = A (=1 + 2i) e*-1120)
w" (x) = A (=14 2i)° (142

A" {(—1 4 20)* = 6 (=1 + 2i) + 9} = 4”712
A{-3—4i+6—12i+9} =4
A{12 —16i} =4
1 3+4i
3—4i 25

A=

w(z) = Ae"H) = 62—5 (34 4i) (cos (2x) + isin (22)) .



Soluzione particolare dell’equazione completa:

—T

y(z) =Rew(z) = 62—5 (3cos (2x) — 4sin (22)) .

Integrale generale dell’equazione completa:

—T

y(z) =¥ (1o + co) + o5 (3 cos (2z) — 4sin (22)) .

2. Massimi e minimi liberi
Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione, studiarne la natura
(cioé decidere se sono punti di minimo, massimo, o sella).

flr,y)=2"+y" —d(z+1)y* + 8

fo=42® —4> +8=0 22—y +2=0
fy=4"-8(x+1)y=0 | yly’—2(@+1)]=0
La 2% equazione da y = 0 o y*> = 2 (2 + 1). La 1% equazione per y = 0 da
P 4+2=0=1=—V2
La 1% equazione per 32 = 2 (z + 1) da

x3—2(x+1)+2:0:>x(x2—2):0, quindi z = 0,z = £V2.

La relazione y?> = 2 (z + 1) per x = 0 da y? = 2, quindi y = £v/2.
La relazione 3% = 2 (x 4+ 1) per x = +/2 da y? =2 (:l:x/ﬁ + 1), accettabile solo z = v/2 che

day?=2(v2+1), quindi y = £4/2 (1 + v2).
I punti stazionari sono:

(—6’/5,0) , (0, i\/§> , (ﬁiM) .

Calcoliamo la matrice hessiana.

322 —2y
Hilzy) =4 [—zy 3y — 2 (a + 1)]

Studiamo ora la natura dei punti stazionari:

3 3v/4 0 . .
Hf (—\/5, O) =4 [ B/_ 5 (\3/5_ 1)] definita positiva,

<—\3/§, O) ¢ punto di minimo relativo.



_ 0 F2V2| . :
f (O,iﬁ) =4 {¢2\/§ 4q indefinita,
(0, i—\/§> punti di sella.

B 6 F24/2 (1 +V2)
f(x/i,i,/2<1+\/§)>_4 3F2\/m L1473
(\/5, +4/2 <1 + \/5)) sono punti di minimo relativo.

3. Integrali doppi
Calcolare 'integrale

/ ze Y/ x? + y2dxdy
Q
dove Q = {(z,y) : 2>+ y* < 4,z > 0}.

In coordinate polari abbiamo:

2
/ xe Y\ 22 + y2drdy = / (/
Q 0

/ p* cos He_psmecw) pdp
—7/2

2

_ —ps1n9 2 2

—/0 [—e " ptdp = /O pdp
/p Shpdp—Z{[p2Chp]§ /2,0Chpdp}

2
:2{4Ch2 2<pShp / Shpdp)}
0

=4{2Ch2 - (2Sh2 - [Chp]})}
=4{3Ch2—-2Sh2—1}
=6(e?+e?)—4(e?—e?) —4=2e"+10e > — 4.

/2

4. Lavoro di un campo vettoriale
Calcolare il lavoro del campo vettoriale piano

(—y?, zy)
F(z,y)= BETCR

lungo I’arco di ellisse v di equazioni parametriche:

r(t) = (3cos,2sinh),0 € [0, 7] .

r' (t) = (—3sinf,2cosh)
(—4 sin 6, 6 cos 0 sin 0)
B 1+ 9cos?6

definita positiva,



—4gin’6 6008981n9) .
/ / 14+ 9cos?d +(=3sind, 2 cos 0) df

/ 125111 0 + 12 cos? 9s1n€)d9_12/7r sin @
1+9cos?6 B o 1+9cos?f

cosf =t; —sinfdf = dt;t € [1, —1]

L | Lodr
:12/ —dt:24/—
192 o 14092

= 8 [arctan (3t)], = Sarctan 3.

5. Funzione implicita
Dimostrare che ’equazione
T

8z +2y

f (z,y) = arcsin (zy) —

definisce implicitamente una e una sola funzione y = ¢ (x) in un intorno di oy = [—11. Calcolare
quindi ¢’ (}1), semplificando ’espressione ottenuta.
Si puo considerare la funzione f definita nell’aperto

A={(z,y): x>0,y >0,zy < 1}.
La funzione & C* (A).

1
f (Z,y) = arcsin <%> — 2f2y =0pery=2

(che da arcsin (%) — & = 0). Inoltre questo valore & I'unico, in quanto per z = 1e(zy ecA
si ha 0 < y < 4. Ora, sull’intervallo (0,4) la funzione f (?117 y) ¢ monotona crescente quindi
si annulla al pit in un punto.

3f( ) x n 21

L, x’ —

Ay Y 1— 222  (8z+2y)°

of (1 1 2T 1 T

—(=.2) = 4 T ——

8y<4’> 1_1+36 2\/§+187é
4

Poiché f € C* (A), (%,2) € A,yp = 2 & 'unico punto per cui f( yo) =0e af ( ) £ 0,
I'equazione f (z,y) = 0 definisce implicitamente una e una sola funzione y = g( ), C' in

un intorno di zy = i. Si ha:

xZ, =
Ox (=.9) 1—222  (8z+2y)°
af<1 2 st 4 2
—(=2)= - —+Zn
dx \ 4 1 36 V39
oI (1 9) 4 4 2 24z 18 4+ /3
PO 10 S R Y (s )
(12 sati Vel 9+7V3



