Analisi Matematica 2. Appello di giugno 2025

Ingegneria Elettronica. Politecnico di Milano Es. | Punti
A.A. 2024/2025. Prof. M. Bramanti !
2
3
4
)
Tot.

Cognome e nome (in stampatello)

codice persona (o n°di matricola)

n°d’ordine (v. elenco)

1. Equazioni differenziali del second’ordine.
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

3y" + 5y’ — 2y = 4e™ /3.

2. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili. Dopo aver determinato tutti
i punti stazionari della seguente funzione (nel dominio della funzione stessa, da determinare),
studiarne la natura (cioé decidere se sono punti di minimo, massimo, o sella).

4

x 2
flog) =5+ 0 (P = 1)+ 30%.

3. Integrali doppi. Sia () una lamina materiale piana, non omogenea, descritta nel piano
xy dall’ellisse

.ZU2 y2
QI{(ﬂf,y)ingbjSl}

[ |2y
= — 1 _—
) = (1+20)

dove u, a, b sono costanti positive aventi le dimensioni di massa, lunghezza, lunghezza, rispet-
tivamente. Calcolare il momento d’inerzia della lamina rispetto a un asse perpendicolare al
piano xy e passante per l'origine.

Si raccomanda di fare una figura, sfruttare le simmetrie, prestare cura nell'impostazione, e
semplificare il piu possibile i risultati ottenuti.

avente densita superficiale



4. Campi vettoriali, lavoro. Si calcoli il lavoro del campo vettoriale piano

F= J =
- \/x2+y2’ \/x2+y2
lungo I’arco di curva  espressa in forma polare da:
p = Af per 0 € [0, 27|

con A > 0 costante. Prestare cura nell’impostazione e riscrivere il risultato nella forma il
piu possibile semplificata.

5. Serie di Fourier.
Si consideri la funzione 4-periodica definita in [—2,2] da

[ 1—Jz| perlz|<1
f<$)_{0 per 1 < |z| <2

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f e scrivere la serie di Fourier.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.
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1. Equazioni differenziali del second’ordine.
Scrivere l'integrale generale dell’equazione
3y" + 5y — 2y = 4e*/3.
30” +5a—2=0
—5++v25+24 —5&£7 { %
o = = =
6 6 -2

Integrale generale dell’omogenea:

/3 2z

2(x) = 1" + coe”

Soluzione particolare dell’equazione completa. Osservo che il termine noto & soluzione
dell’equazione omogenea. Percio in base al metodo di somiglianza, cerco

e 'integrale generale dell’equazione completa é:

4
y(x) = c1e” + e 4 iem/gx.



2. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili. Dopo aver determinato tutti
i punti stazionari della seguente funzione (nel dominio della funzione stessa, da determinare),
studiarne la natura (cioé decidere se sono punti di minimo, massimo, o sella).

4

T 2
flog) =5+ 0 (P = 1)+ 30%

fo=203+2zx (2 —1)+22%y =2z (2 +9y* — 1+ 2y) =0
fy =22+ 223 =227 (y + iz) =

La seconda equazione da

7

1
x = 0 oppure y = —gx.

Se x = 0 la prima equazione & soddisfatta, quindi x = 0 é una retta di punti stazionarsi.
Se y = —%x la prima equazione da

2x(x +(§—1)+x(—§)) =0,

che per x # 0 da

In definitiva i punti stazionari sono:

< 3 1 ) (0, 30)
\/77 \/7 » \Ys Yo
Calcoliamo la matrice hessiana.

fm: =2 (3%2 + y2 -1+ QJIy)
foy =22 (2y) + 22° = 22 (2y + )

fuy = 272
HE (1) = 232 +y* — 1+ 2zy) 222y +x) _o 322+ — 1+ 2zy x(2y + )
2z (2y + ) 21 N x(2y + 1) x?

Studiamo ora la natura dei punti stazionari:

2 _
Hf(0,y0) =2 {yoo L 8] caso dubbio.

(3 1)_2_3x2+y2—1+2xy 33(23/—1—35)}
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E ;)] definita positiva,

3 1
ERA
VT f?)
1
, —) punto di minimo.
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Studiamo i casi dubbi.

! 2 z? 2x

f(0,90) = 0, quindi studiare il segno dell’incremento di f equivale a studiare il segno di
f (x,y) in un intorno di (0, o). E’ lo stesso segno di
x? 2y
g(wy) =5 +y" —1+—=,

che per (x,y) — (0,70) tende a y2 — 1. Quindi:

se y2 > 1, cioe yo > 1 0 yp < —1, la funzione ¢ > 0 in un intorno di (0, o) e questo punto &
di minimo;

se y2 < 1, cioé¢ —1 < y < 1, la funzione ¢ < 0 in un intorno di (0, ) e questo punto & di
massimo;

se Yo = %1 la funzione cambia di segno in un intorno del punto: infatti se yo = 1,

22 22
1 = — e
in un intorno di x = 0 ha il segno di z, quindi cambia segno; se yo = —1,
2 2z
)= =

in un intorno di x = 0 ha il segno di —z, quindi cambia segno. Percio:
(0,+£1) sono punti di sella;

(0,9o) sono punti di minimo se yo > 1 0 yo < —1;

(0,y0) sono punti di massimo se —1 < y < 1; e inoltre, come gia visto,

+ <%, —%) sono punti di minimo.

3. Integrali doppi. Sia 2 una lamina materiale piana, non omogenea, descritta nel piano
xy dall’ellisse

2 P
Q:{(x,y):g—i-b—zgl}

0 |zy|
= — 1 _—
5 (2,1) ab( ; ab)

dove 11, a, b sono costanti positive aventi le dimensioni di massa, lunghezza, lunghezza, rispet-
tivamente. Calcolare il momento d’inerzia della lamina rispetto a un asse perpendicolare al
piano xy e passante per l'origine.

Si raccomanda di fare una figura, sfruttare le simmetrie, prestare cura nell’'impostazione, e
semplificare il piu possibile i risultati ottenuti.

avente densita superficiale



I://(x2+y2)5(x,y)dxdy:// (x2+y2)ﬂ(1+@> dxdy
Q 2412 ab ab

b

introduciamo le coordinate polari ellittiche:

y = bpsind
Q={(p,0):pec]0,1],0 € [0,27]}.

1 2m 2 :
_ / abp </ 3 (a2p? cos? 0 + b2 p? sin® 0) (1 . abp \Costm@\) d@) ap
0 o ab ab

1 w/2
= 4#/ P / (a2p2 cos? 0 + b? p* sin? 9) (1 + p%cosfsin 9) d9> dp
0

{ z=apcosf dxdy = abpdpdf

[e=]

1 w/2 w/2
= 4u/ p / (a2p2 cos? 0 + b? p* sin’ 9) do + p? /
0 0 0

1 4 . 4 77/2
T cos* 0 sin® 6
= 4#/ p sz (a2 + bz) + p [—cﬂ 1 + b2 1 ] ) dp
0 0

(a2p2 cos® 0sin 0 + b?p? sin® ) cos 9) d@) dp

1 2 p2 1
= 4u/0 (%p?’ (a2 + b2) + pSW) dp=p (a2 + b2) /0 (7rp3 + ,05) dp

T 1 9
=|-+= b?) .
( i 6) p(a® +b°)
4. Campi vettoriali, lavoro. Si calcoli il lavoro del campo vettoriale piano

F=-—2Y ’
o VIR 2 72+ 2

lungo 'arco di curva 7 espressa in forma polare da:

p = A6 per 0 € [0, 27]

con A > 0 costante. Prestare cura nell'impostazione e riscrivere il risultato nella forma, il
piu possibile semplificata.

Riscriviamo in forma cartesiana la curva ~:

r(0) = (Afcosf, AGsinf) per 0 € [0, 2] .
r' (0) = A(cosf — Osin6,sinf + 6 cos0).

F(r(

9)) = _A@sin@ Af cos b
- AO 7 Al

) = (—sin#, cosb).



27
L=/E~dr=/ F(r(0))-1' (0)do
¥ 0
27
:/ (—sinf, cosf) - A(cosf — Osinf,sinf + 0 cos ) df
0
27
:A/ (—sin@cos@+981n26+sin9c089+90082«9)d@
0

2w 2
:A/ 9d9:A'@:2ﬂ2A.
0

5. Serie di Fourier.
Si consideri la funzione 4-periodica definita in [—2, 2] da

f(:l:)—{ 1 —|z| per|z| <1

0 per 1 <|z| <2

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa ¢ possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f e scrivere la serie di Fourier.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.

a. La funzione periodizzata ¢ continua su R e regolare a tratti (ma non ¢ C'). Percio la serie
di Fourier di f converge puntualmente a f in [—2,2] e i coefficienti di Fourier saranno o (%)

1.0

i) -1 s 1 2

b. La funzione & pari, percio by = 0. Essendo T' =4, w = 27/T =T,

ap = 4 1 f (x) cos (kwz) dz = /2 f (x) cos (me) dr = /1 (1 —x)cos <k:7r7x) dz.
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Calcoliamo, per k > 1,

(-on(5)
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