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1. Equazioni differenziali del second’ordine.
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

y" — 6y’ + 16y = 8 cos 2x.

Per la ricerca di una soluzione particolare dell’equazione completa é richiesto il metodo
dell’esponenziale complesso.

2. Massimi e minimi vincolati.
Determinare massimi e minimi assoluti della funzione

f (:Ev y) = er - 26y2
soggetta al vincolo
z2 y2 2
e +el =e".

St richiede di usare il metodo del moltiplicatore di Lagrange e non altri metods.

3. Integrali tripli.
Si consideri il cilindro materiale

Q= {(v,y,2): 2 € [0,h],2* +y* < R*}

avente densita ) ) )
5 (z,y,2) = Ay A "
’ (R2 + h2) Rh2"’
dove p € una costante positiva avente le dimensioni di una massa, e R, h sono costanti positive
aventi le dimensioni di una lunghezza. Si calcoli la massa totale del solido e il suo baricentro.
Prestare cura nell’impostazione, sfruttare le simmetrie e riscrivere i risultati ottenuti nella
forma il pit possibile semplificata.



4. Campi vettoriali, lavoro.
Calcolare il lavoro del campo vettoriale

F = (yz, —mz,a:zQ)

lungo I’arco di curva

T = acost
v:< y=bsint perte|0,2n],
z = ht

dove a, b, h sono costanti positive. Riportare impostazione e passaggi intermedi ed esprimere
il risultato nella forma il piti possibile semplificata.

5. Integrale di superficie.
Sia ¥ la superficie laterale del cono di raggio R, altezza h, vertice nell’origine e asse 'asse z.
a. Scrivere le equazioni parametriche di X e il suo elemento d’area, costruendola come
superficie di rotazione.
b. Calcolare la massa totale di ¥ supponendo che sia una superficie materiale di densita
superficiale
(Rh + |z| 2)

nrs

dove p € una costante positiva aventi le dimensioni di una massa.

o(zr,y,z)=
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1. Equazioni differenziali del second’ordine.
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

y" — 6y’ + 16y = 8 cos 2z.

Per la ricerca di una soluzione particolare dell’equazione completa é richiesto il metodo
dell’esponenziale complesso.

a?—6a+16=0

a=3+v/9-16=3+VT7.
Integrale generale dell’omogenea:
z(z) = e (01 cos (ﬁx) + ¢ cos (ﬁm)) :
Per ’equazione completa, poiché
8cos2xr = Re (862”) ,

cerchiamo prima una soluzione particolare dell’equazione

w” — 6w + 16w = 8.
Per il metodo di somiglianza, cerchiamo:

w(r) = Ae*™
w (1) = A(20) e
w” (1) = —4Ae*™

Ae*™ [—4 — 6 (2i) + 16] = 8e**

A12 —12i] = 8
A 2 | :1—1—2'.
3(1—1) 3
1+,
w(z) = —;—262”



Soluzione particolare dell’equazione completa:

1+ 5 1
y(x) = Re (%BQZI) =3 (cos 2z — sin 2x)

Integrale generale dell’equazione completa:

y(z) = e (cl cos <\/7:E> + ¢y cos (ﬁx)) + % (cos 2z — sin 2x) .

2. Massimi e minimi vincolati.
Determinare massimi e minimi assoluti della funzione

2 2
— 2eY

f(zy)=¢

soggetta al vincolo
x? y2 2
e +e’ =e”.

Si richiede di usare il metodo del moltiplicatore di Lagrange e non altri metodi.
Sia g (z,y) = € + e¥" — €2, poiché g & C' (R?) e
Vyg(x,y) = <2xez2,2yey2> =(0,0) < (z,y) = (0,0)
e g (0,0) # 0, il vincolo non ha punti critici. Definiamo la lagrangiana
L(z,y,\) = f(z,y) — Ag(z,y) = e’ —2e¥ — A (er +e¥ — e2>

e risolviamo il sistema

g_i = 2z — \2ze® =0 2ze"’ (1-=X)=0
G — —dye?” — N2ye¥” =0 —2ye’ (2+)) =
g_§:_<€x2—’—ey2—€2> :0 €x2+6y2262

La 1% equazione da x =00 A = 1.

Se z = 0 il vincolo da y = £4/log (e — 1).

Se A =1 la 2” equazione da y = 0, e il vincolo da = = £/log (€2 — 1).
Percio i punti stazionari della lagrangiana sono

<:|: log (¢% — 1),0) , <0, +/log (€2 — 1)) .

Il vincolo rappresenta un insieme chiuso e limitato del piano, infatti

e’ e =¢? implica 22 < 1 e y? < 1

(percio il vincolo ¢ contenuto nel quadrato |z| < 1, |y| < 1), per il teorema di Weierstrass
massimo e minimo assoluto vincolato di f esistono certamente, basta percido confrontare i
valori di f in questi punti. Si ha:

2 2
— 2¢eY

f(ry)=e

4



f(£VIog (@ =1),0) = (2 =1) =2 =¢* =3 >0
f<0,i log(62—1)>—1—2(e —1)=3-2e2<0
Percio

<1L log (e2 — 1), 0) sono punti di massimo assoluti vincolati

<0, ++/log (e? — 1)> sono punti di minimo assoluti vincolati.

3. Integrali tripli.
Si consideri il cilindro materiale

Q={(z,9,2): 2 € [0,h] ,2* +y* < R?}
avente densita
5 (2,y,2) = Ayt
7?/’ (R2+h2) RhQM?
dove p € una costante positiva avente le dimensioni di una massa, e R, h sono costanti positive
aventi le dimensioni di una lunghezza. Si calcoli la massa totale del solido e il suo baricentro

Prestare cura nell’impostazione, sfruttare le simmetrie e riscrivere i risultati ottenuti nella
forma il piu possibile semplificata.

2+ y? 4 22
) dxdydz = pdxdy | d
"= /// oY e GrayE = / (//xzﬂ,qu R2+h2)Rh2 x y) <

[y dp) d
<W+h%Mﬂ4 <TA(”+Z)p@ :
B 27 hRY  22R?

_(R2+h2)Rh2/0 <_+ )&

4

B 2T R*h n h3 R?

- (R2+h2)RR2 \ 4 6
2

4
2 h2 2 h2
2 e (BT RTN O mplR R AT
(R2 + h?) Rh? 4 6 (R2+h2)h \ 2 = 3

Il baricentro, per le simmetrie di €2 e di 9, stara sull’asse z, quindi x. = y. = 0, mentre

2+ + 2
) dxdyd dxd d
m/// (2,9, 2) dedydz = m/ <//2+y2<32 +h2>Rh2,uxy)zz

1 e / (R4Z + 3R2> dz
m (R? + h?) Rh? 4 2
(R* + h2) h 27 (R4h2 N R2h4>
muR (2 + %) (R*+h?) Rh* \ 8 8
_ h(R*+Rh*)  3h(R*+h?)

4 (B 42y 23R +202)




3h (R* + h?)
¢= (0’07 m) :

4. Campi vettoriali, lavoro.
Calcolare il lavoro del campo vettoriale

F = (yz, —mz,a:zQ)

lungo I’arco di curva

T = acost
v:< y=bsint perte|0,2n],
z = ht

dove a, b, h sono costanti positive. Riportare impostazione e passaggi intermedi ed esprimere
il risultato nella forma il piti possibile semplificata.

r(t) = (acost,bsint, ht)
r' (t) = (—asint,beost, h).
F(r(t)) = (bhtsint, —aht cost,ah®t* cost)
F(r(t)-1r' (t) = (bhtsint, —aht cost,ah’t® cost) - (—asint, bcost, h)

= —abht + ah®t? cost.

2w 2
L= / E(r(t)-r(t)dt = / {—abht + ah®t* cost} dt
0 0

9 2 27
= —abh% + ah3/ t? cos tdt.
0

2m 2m
/ 12 costdt = [t*sint];" — / 2t sin tdt
0 0

2m
=-2 {[—tcos t]g7r + / cot sdt} = 4.
0

L = —27%abh + 47ah?
= 2mwah (2h2 — 7Tb) .

5. Integrale di superficie.
Sia X la superficie laterale del cono di raggio R, altezza h, vertice nell’origine e asse 'asse z.
a. Scrivere le equazioni parametriche di ¥ e il suo elemento d’area, costruendola come

superficie di rotazione.



b. Calcolare la massa totale di ¥ supponendo che sia una superficie materiale di densita
superficiale
(Rh + |z| 2)
nrs
dove p € una costante positiva aventi le dimensioni di una massa.
a. La superficie & generata dalla rotazione intorno all’asse z del segmento:

o(z,y,2) =

percio ha equazioni parametriche

T =tcosb
y=tsing te[0,R],0 € [0,2n]
z:%t

e elemento d’area

dS = |a(t)| \Ja' (t)* + ' (t)*dtdo = t4/1 + <%)2dtd9.

2m B (Rh + |tcos 6] Lt) h\>

= ds = B 41 — ) dt | de
e [ fotees [ ([t o1
h\* 1 [ h

= 1 — ) — ht + t3 0| — | dtde
1 +<R> hR?’/O /0 (R + t° |cos |R>
/ r\? 1 R hRY [T?

=L 1—|—<§> e 27T-Rh~—+——4/0 cos 6df

2 "R 4
R\ 1 R\ 2
_ 1 - ) = 3h+ hR3| = 1 — 1).
7 +<R> Nee [TR*h + hR*] = p +<R> (m+1)




