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1. Equazioni differenziali del second’ordine. Scrivere I'integrale generale dell’equazione
y" 4+ 4y = 5e~* cos (3x) .

Per la ricerca di una soluzione particolare dell’equazione completa é richiesto il metodo
dell’esponenziale complesso.

2. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili.
Si consideri la funzione:

3zty? + 22 sin® y
er (z, 0,0
f(zy) = 2 + g pber (:9) 7 (0.0)

0 per (z,y) = (0,0).

a. Stabilire se f ¢ continua in (0,0).

b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0,0).
c. Stabilire se f e differenziabile nell’origine.

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

3. Funzione implicita
Dimostrare che I’equazione

f(x,y) = xsin (my) + 4y cos (mz) + 2 =0

definisce implicitamente una e una sola funzione y = ¢ (z) in un intorno di zo = 0. Calcolare
quindi ¢’ (0), semplificando ’espressione ottenuta.



4. Integrali doppi
Calcolare 'integrale doppio

/ / xydxdy,
Q

dove €2 ¢ la regione piana descritta analiticamente da:
Q:{(m,y):x2+(y+1)2§5,0§x§y}.

Prestare cura nell’impostazione del problema, anzitutto disegnando ['insieme §) e riscriven-
dolo in forma di dominio x o y-semplice, e riscrivendo il risultato ottenuto nella forma il
pit possibile semplificata.

5. Campi vettoriali, potenziale
Si consideri il campo vettoriale:

yzcos (yz) —sin(yz) 1
2 T2
z 2

F(x,y,z2)= (— siny, 2 cos (yz) — yzsin (yz) — x cosy, —y” sin (yz) +

a. Si verifichi se il campo é irrotazionale o meno nel suo dominio di definizione €.
b. Si stabilisca se il campo ¢ conservativo o meno nel dominio €2, calcolando in caso affer-
mativo un potenziale di F'.
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1. Equazioni differenziali del second’ordine. Scrivere I'integrale generale dell’equazione
y" + 4y = 5e~" cos (3x) .

Per la ricerca di una soluzione particolare dell’equazione completa € richiesto il metodo
dell’esponenziale complesso.

Equazione omogenea: ¢ un’equazione dell’oscillatore armonico con w? = 4, integrale generale:
y () = ¢1 cos (2x) + cosin (2x) .
Soluzione particolare dell’equazione completa: poiché
5e" cos (3x) = Re (5e("13))
cerchiamo una soluzione particolare dell’equazione
w" + 4w = 5et (71430

e poi prenderemo y (z) = Rew (z) . Per il metodo di somiglianza, poniamo

Aex( 14-3¢)

"(x) = A(=1+ 3i) "1+
w” x) — ( 14+ 32) (—1433) _ A(—8 . 62') p(—=1+30)

)=
w ()
w' (

(
Aei(—l-‘v—Si) {(_8 _ 62) + 4} — 5ex(—1+3i)

5  5(—4+46i) 5
—4—-6i  16+36 26

w(z) = 256 (=24 3i) e (cos (3x) + isin (3z))

y(r) =Rew (z) =

A:

(—2 + 3i)

%e_x (—2cos 3x — 3sin 3x)

percio l'integrale generale dell’equazione completa é:

y (x) = ¢ cos (22) + co8in (22) — 2366_36 (2cos (3z) + 3sin (3z)) .



2. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili.
Si consideri la funzione:

3z + 2% sin? y
f(z,y) = 2|* 4 o4
0

per (z,y) # (0,0)
per (z,y) = (0,0).

a. Stabilire se f ¢ continua in (0,0).

b. Stabilire se f ¢ derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0,0).
c. Stabilire se f ¢ differenziabile nell’origine.

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

a.
3ty + 2|y|* siny
jo” +
poiché |siny| < |y| e per |z| < 1@ |z> > 2* si ha:
ety 2yl sty 2pyf

$4+y4 _.T4+y4+x4+y4 :fl(x7y)+f2<x7y>

|f (z,y)] <

Poiché fi, fo sono funzioni continue fuori dall’origine e positivamente omogenee di grado
2,1, rispettivamente, entrambe tendono a 0 per (z,y) — (0,0). Per il criterio del confronto,
f(x,y) — 0 per (z,y) — (0,0), percio f & continua in (0,0).

b.

f(z,0) =0, quindi g—£ (0,0) = 0.

2i3siny  2sin’y . .. Of
f0,y)= = ~ 2y, quindi — (0,0) = 2.

0.0 =25 : 0.0

Percio f ¢ derivabile in (0,0), con V£ (0,0) = (0,2).

¢. Verifichiamo se f ¢ differenziabile in (0, 0). Essendo f (0,0) =0e Vf(0,0) = (0,2) questo
¢ equivalente al fatto che

f(xa )_2y
N

fry) =2y  3aty?+ 2y sin?y — 2y (|2’ + *)
T (P + o) Vot 7
_ 3zty? +2¢° (sin®y — y?) — 2y |z|?

(Jo* + y*) Va2 + 2 =g(z.y).

— 0 per (z,y) — (0,0).

Notiamo che
320 + 22 (sin®z — 2%) — 2z IR

g(ZL’,l’) = (|I|3+ZE4) |J}|\/§ $4\/§

:—\/§W—>IF\/§perx—>0j:.
x




Poiché g non tende a zero, f non ¢ differenziabile in (0, 0).

3. Funzione implicita
Dimostrare che I’equazione

f(z,y) = xsin (1y) + 4y cos (1) + 2™ =0

definisce implicitamente una e una sola funzione y = ¢ () in un intorno di zy = 0. Calcolare
quindi ¢’ (0), semplificando I’espressione ottenuta.

La funzione f ¢ C*' (R?).

1
fOy)=4y+2=0pery=—g

Quindi yg = %
Z_f (z,y) = xmwcos (ry) + 4 cos (rx)
Y
of 1
9 (g, —2) =440
Oy (0’ 2) 70

Poich¢ f € C'(R?),f(0,—3) =0 e g_i( »

implicitamente una e una sola funzione y = g (x

%) # 0, I'equazione f(x,y) = 0 definisce
), C', in un intorno di zg = 0. Si ha:

g—f (x,y) = sin (my) — 4wy sin () — 2e”°
T
of 1\
21 (6-2) -
9 (0, -3 -3 3
g'(O):—gi( f):_T:Z
7 (0,—3)

4. Integrali doppi
Calcolare 'integrale doppio

/ / xydxdy,
Q

dove 2 ¢ la regione piana descritta analiticamente da:
Q= {(x,y):x2—|—(y+1)2§5,0§x§y}.

Prestare cura nell’impostazione del problema, anzitutto disegnando l'insieme §) e riscriven-
dolo in forma di dominio x o y-semplice, e riscrivendo il risultato ottenuto nella forma il
piu possibile semplificata.



a5 \

.'-l
L

La retta y = z interseca la circonferenza z® 4 (y 4+ 1)> = 5 (di centro (0, —1) e raggio 5) per:

202 +2r —4=0
P?+r—2=(x—-1)(z+2)=0
r=1x=-2.

I punto che ci interessa & (1,1). In forma di dominio y-semplice, si ha:
Q= {(m,y) x<y<—-1+vVb—a2perze [0,1]}.
Dunque si ha:

1 —14+v/5—x2 1 y2 —14+v5—x?
//xydxdy:/ x/ ydy dz:/ x {—] dx
Q 0 T 0 2

T

/1 (1+5—x2—2M—x2>
= €T d.flj
0

2
:/le(?)—azj—\/W)dx:/1(3x—x3—xm>dx

0

3, ot 1 a3l 3 1 8 532
= | — —_ — —5— = - — — —_— —
{2”” NIk Bt b et S
47T 55 4720V
12 3 12

5. Campi vettoriali, potenziale
Si consideri il campo vettoriale:

zcos (yz) — sin (yz 1
F(x,y,z2)= (— siny, 2 cos (yz) — yzsin (yz) — x cosy, —y* sin (yz) + i y )2 () + —2> )
z z
a. Si verifichi se il campo ¢ irrotazionale o meno nel suo dominio di definizione 2.
b. Si stabilisca se il campo & conservativo o meno nel dominio €2, calcolando in caso affer-

mativo un potenziale di F.



1
= —2ysin (yz) — y’zcos (yz) + — (2 cos (yz) — yz°sin (yz) — z cos (yz))
2

= —2ysin (yz) — y*z cos (yz) — ysin (yz) = 0, (Fy).
Il campo & irrotazionale nel suo dominio di definizione z # 0. Il dominio §2 non & connesso,
quindi non & semplicemente connesso (il campo sara conservativo, e quindi avra un potenziale,
nella regione z > 0 e lo stesso varra nella regione z < 0; poiché le due regioni sono disgiunte,

il potenziale puo essere diverso nelle due regioni).
b. Cerchiamo U (z,y, z) tale che VU = F.

0. (U) (x,y,2) = Fi (x,y, 2)
Ulz,y,z) :/F1 (w,y,z)dx:/—sinydx:—xsiny—l—f(y,z).

o,U (x,y,2) = —xcosy+ 0y f (y,2) = Iy (z,y,2) = 2cos (yz) — yzsin (yz) — xcosy
0,f (3, 2) = 2c03 (32) — y=sin (y)

fy,2) = / 2cos (yz) — yzsin (yz)] dy = 28%@2) - Z/ysin (yz) dy

:M_z{_w+/&<y2>@}

z z z

= 28%(?”) +ycos (yz) — /cos (yz) dy
_ 25inz(y2) oy cos (y2) — % +4(2)
= Ty cosy2) +9(2)

n (yz)

. si
U(z,y,z) = —xsiny + — +ycos(yz) +g(2)

0. (U (,y, ) = 202 =5 W2) o0y 1 g ()

52
. zcos (yz) — sin (yz 1
= I3 (,y,2) :—yQSln(yz)_lr_y (y )2 (y )+_2
< z
1
I p—
g (2)—;
1
g(2)=——+e

e in definitiva

i 1
sin (y2) —xsiny — —4+c¢ per z#0
z

Ul(x,y,2) = ycos (yz) +

(dove la costante ¢ puo essere diversa per z > 0 e z < 0).



