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1. Equazioni differenziali del second’ordine. Risolvere il problema di Cauchy:

y' +2y =3x—1
y(0) =2
y' (0) =13,

dopo aver scritto l'integrale generale dell’equazione differenziale.

2. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili. Si consideri la fun-

zione: .
rsin® x — y?sin (y3) cos x

flzy) = 2o per (z,y) # (0,0)
0 per (z,y) = (0,0).

a. Stabilire se f ¢ continua in (0,0).

b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0,0).
c. Stabilire se f ¢ differenziabile nell’origine.

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

3. Funzione implicita. Dimostrare che 1’equazione

fz,y) =1+ 2y +2xe ¥ +3xsin(2ry) =0

definisce implicitamente una e una sola funzione x = h (y) in un intorno di yo = 0. Calcolare
quindi A’ (0), semplificando 1’espressione ottenuta.



4. Integrali doppi. Calcolare I'integrale doppio

//x2 Y Sdxdy

dove () é la regione piana racchiusa dall’arco di spirale espressa in forma polare da
p=R0, 0|0, 2n],

R & una costante positiva. Si raccomanda di curare l'impostazione e riscrivere il risultato
finale nella forma il pit possibile semplificata.

5. Campi vettoriali. Si consideri il campo vettoriale piano

Yy T
£ (fﬂz—zﬂ’y?—ﬁ)

y=V1+a2 z¢€ [—\/ﬁx/ﬁ]

a. Dopo aver determinato il piu grande aperto connesso €2 che contiene v e in cui il campo
F ¢ C! (si consiglia di fare una figura), stabilire se il campo ¢ irrotazionale o meno in 2.

b. Stabilire se il campo & conservativo o meno in {2, determinando in caso affermativo un
potenziale.

c. Calcolare il lavoro di F' lungo la curva =, riscrivendo il risultato ottenuto nella forma il
piu possibile semplificata.

e la curva piana ~:
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1. Equazioni differenziali del second’ordine. Risolvere il problema di Cauchy:

y' +2y =3r—1
y(0) =2
y' (0) =13,

dopo aver scritto l'integrale generale dell’equazione differenziale.

Equazione omogenea.
> +2a=0;0=0a=—-2.

Integrale generale dell’omogenea:

z(z) = ¢ + e,

Soluzione particolare dell’equazione completa. In base al metodo di somiglianza, poiché il
. N . . . o . . . . .
termine noto ¢ un polinomio di 1° grado e a primo membro manca il termine in y, cerchiamo

7(x) = az® + bx
7 (x) =2ax +b
7' (z) =2a

2a+ 2 (2az +b) =3z — 1

4a =3 a:%
204+2b=-1 | 2b=-1-2=-3;p=-2

Una soluzione particolare dell’equazione completa é allora

PN

_ 3, 5
y@)—Zx —1¢

e 'integrale generale dell’equazione completa é:

3, 5 N
y(@) = 72" = Jrt e+ oe ™

Imponiamo ora le condizioni iniziali:



Poiché

3 )
Y (z) = LA 2c0e 2

2= C1 + ¢ Cy = —1
% = _% — 202 C1 = 3
e la soluzione del problema di Cauchy é:

3 5 9

y(x):Z:cZ—Z—lx—i-?)—e’

2. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili. Si consideri la fun-

zione: 5
rsin® z — y?sin (y?) cos w

flx,y) = 22 + ot per (z,y) # (0,0)
0 per (z,y) = (0,0).

a. Stabilire se f & continua in (0,0).

b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0,0).
c. Stabilire se f ¢ differenziabile nell’origine.

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

a.
|wsin®z — y?sin (y) cosz| _ |asin®z| g |sin (7]
|f (z,y)| = 2 4 < 2 4 2 4
ety ety ety
5
A Ui 0 0,0
Sat =T + |yl — 0 per (x,y) — (0,0).

Per il criterio del confronto, f (z,y) — 0 per (x,y) — (0,0), percio f & continua in (0,0).
b.

3

Fr,0) =0T 002 quindi % (0,0) = 0.
2 o 3
—y”sin (y°) . Of
f(0,y) = Y R —y, quindi oy (0,0) = —1.

Percio f ¢ derivabile in (0,0), con Vf(0,0) = (0,—1).

c¢. Verifichiamo se f & differenziabile in (0,0). Essendo f(0,0) = 0e Vf(0,0) = (0,—1)

questo & equivalente al fatto che
fry)+y
VvVt +y?

3

— 0 per (z,y) — (0,0).

r,y) + xsin® x — y?sin (y?) cos x + 2%y + v°
y) Ty Y Y yry

- =g (z,y).
VvVt +y? (22 +y*) /2% + y?

Ora,

rsin® x — 22 sin (2%) cosz + 2° + 2° z3 1 n
— per z — 0.

g(z,x)= (3:2—|—$4)\/ﬁ N:UZ\/ﬁ]a:\:]x\ﬁ—)i\/i




Percio g (z,y) non tende a zero per (z,y) — (0,0), quindi f non & differenziabile in (0, 0).

3. Funzione implicita. Dimostrare che 1’equazione

f(z,y) =1+ 2y +2xe? + 3xsin (21y) =0

definisce implicitamente una e una sola funzione x = h (y) in un intorno di yo = 0. Calcolare
quindi A’ (0), semplificando 1’espressione ottenuta.

f(z,0) =142z =0perx=—=

Quindi zp = —3. Il punto (—1,0) ¢ interno all’aperto Q@ = {1+ zy # 0} in cui f & C..
Calcoliamo:

of y - :

—(z,y) = —————~= +2e Y + 3sin 21y

8x( ) 3(1+a:y)2/3 (2my)

af (1 1\
a_:c<_§’0) =240,

Poiché f € C* (Q),f (—3,0) =0e af L (—1,0) # 0, Pequazione f (z,y) = 0 definisce implici-
tamente una e una sola funzione z = h( ), C1, in un intorno di yo = 0. Si ha:
O oy = — =
dy 3(1+ zy)??

ﬁ(_l 0>:—1+1+37T:g—371'

— 2ze”Y + 67z cos (27my)

Oy 2’ 6
h/(@):_wz_%—?ﬂ _3__5
g—i(—%’()) 2 2 12°

4. Integrali doppi. Calcolare I'integrale doppio

//xz td Sdxdy

dove €) ¢ la regione piana racchiusa dall’arco di spirale espressa in forma polare da
p= RO, 6€l0,2n]

dove R ¢ una costante positiva. Siraccomanda di curare I'impostazione e riscrivere il risultato
finale nella forma il piti possibile semplificata.

]_// : dxdy_/ (/ Mpdp)de
r? + y? 0 0 p?
RO
:/ cos@sm@(/ pdp)d9
0 0

21 1 292 2
/ — sin 26 f df = R— 92 sin 260d6.
0o 2 4 Jo




2 9 2 2 9
/ 02 sin 20d0 — {—92608 9] n / 29°°52% 1
0 0 0 2

2
27
:—27r2+/ 0 cos 260d60
0
. 2 T .
:_2W2+[98m20} _/2 sm29d9
2 |, Jo 2
= —9212,
R? R?
I=—". (=27 = —n°—.
;) =

5. Campi vettoriali. Si consideri il campo vettoriale piano

Y x
£- (vt )

y=vV1+a? x¢€ [—\/5\/5]

a. Dopo aver determinato il pit grande aperto connesso {2 che contiene 7 e in cui il campo
F ¢ C* (si consiglia di fare una figura), stabilire se il campo ¢ irrotazionale o meno in €.

b. Stabilire se il campo & conservativo o meno in §2, determinando in caso affermativo un
potenziale.

c. Calcolare il lavoro di F' lungo la curva -, riscrivendo il risultato ottenuto nella forma il
piu possibile semplificata.

e la curva piana ~:

a.Il campo F ¢ ben definito e C! nel piano privato delle rette y = +2. Queste dividono il
piano in 4 aperti connessi, di cui quello che contiene ~y &

Q={(z,y) 1y > |z[}.

Yy T
£ (362—1/2’y2—$2)

Calcoliamo:
(F1) :x2—y2+2y2: vty .
Y@ —y?)? ()
() o A o T
2), = =

(y? =22 (22 —y?)"
Il campo ¢é irrotazionale in €2.

b. Poiché 2 & anche semplicemente connesso, il campo € conservativo in §2. Cerchiamo un
potenziale U (z,y) tale che

Y
Uy (z,y) = F, = ——
(z,9) 1 72—
1 1 1
U(x,y)Z/ 2y sdr = —( - )d:z:
T —y 2\r—y x4y
1 —
= —log | m—2
20g‘x+y’+6(y)



11 1 . , x
Uy(x.y)—2<y_$ x+y)+c(y)—y2_x2+0(y) 1 a7
d(y)=0;cly) =c
Quindi un potenziale di £ in € é:
1 T —y 1 y—x
U =—1 =-1 :
(2,y) = 5 log x+y‘ 20g<x+y)
c. La curva vy
y:\/l—l—x?,xe[—\/g,\/g].
ha estremi
A:(—\/§,2),B:(\/§,2).
Percio il lavoro &
L=U(B)-U(A)
Ll (2B 1 (243
2 % \2arv3) 2\ B
2 — 2—+3)(2—+v3
= log —\/3 :log( \/—)( \/_):210g<2—\/§>.
2+ /3 (2+v3) (2- V3)



