Prima prova in itinere di Analisi Matematica 2

Ingegneria Elettronica. Politecnico di Milano Es. | Punti
A.A.2021/2022. Prof. M. Bramanti 1
Tema n°1 2
3
4
5
Tot

Cognome e nome (in stampatello)

codice persona (o n°di matricola)

n°d’ordine (v. elenco)

1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy

e determinare l'intervallo pitt ampio su cui & definita la soluzione.

2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere 'integrale generale dell’equazione

y" — 42y + 8y = 5 cos (\/53:) i

3. Curve e integrali di linea
Si consideri l'arco di curva materiale piana omogenea v di equazioni para-

metriche:
r(t) = (RtQ, R\ggt3> per t € [—1,1]

con R costante positiva. Calcolare ’elemento d’arco ds, la lunghezza di v e la
coordinata x¢ del suo centroide, semplificando le espressioni trovate.




4. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

[ (2,y) = { =1 % per (z,y) # (0,0)
0 per (z,y) = (0,0).

a. Stabilire se f & continua in (0,0).

b. Stabilire se f ¢ derivabile in (0, 0) , calcolando in caso affermativo V f (0,0) .
c. Stabilire se f e differenziabile nell’origine.

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

5. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili
Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione, stu-
diarne la natura (cioé decidere se sono punti di minimo, massimo, o sella).

fzy) = e 2y (:r2 — 2+ 2 — y2)
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Tema n°2 2
3
4
5
Tot

Cognome e nome (in stampatello)

codice persona (o n°di matricola)

n°d’ordine (v. elenco)

1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy

{ Y + Jgze ™ =0
y(0) = 3

e determinare 'intervallo pitt ampio su cui ¢ definita la soluzione.

2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere 'integrale generale dell’equazione

y" 4+ 4y’ + 5y = ze ",

3. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

22 sin4(2/ )+€*zw3, 2
Fay) =] @wrmyere P @y £ 0.0
0 per (z,y) = (0,0).

a. Stabilire se f ¢ continua in (0,0).

b. Stabilire se f ¢ derivabile in (0, 0) , calcolando in caso affermativo V f (0,0) .

¢. Calcolare in base alla definizione le derivate direzionali D, f (0,0) per un
generico versore v= (cosf,sinf). Vale la formula del gradiente?

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.




4. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili
Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione, stu-
diarne la natura (cio¢ decidere se sono punti di minimo, massimo, o sella).

flry) = (e+2y—2) (a® +y° —4).
5. Funzione implicita
Dimostrare che I’equazione
f(zy) =log(1+ay)+e* ¥ —2cosy=0

definisce implicitamente una e una sola funzione z = h(y) in un intorno di
yo = 0. Calcolare quindi A’ (0), semplificando I'espressione ottenuta.
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Tema n°3 2
3
4
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Cognome e nome (in stampatello)

codice persona (o n°di matricola)

n°d’ordine (v. elenco)

1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy

{y’+¢”5=2\/5
y(1)=2

e determinare l'intervallo pitt ampio su cui & definita la soluzione.

2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

29" + 3y’ — by = 10e *sinx

semplificando ’espressione ottenuta. Per la ricerca di una soluzione particolare
della completa, si richiede di utilizzare il metodo dell’esponenziale complesso.

3. Curve e integrali di linea
Si consideri la curva piana - di equazione in forma polare

p = RO* per 6 € [0,3].

Calcolare poi il suo elemento d’arco, semplificando 1’espressione ottenuta, sta-
bilire se la curva & regolare o regolare a tratti, determinando gli eventuali punti
singolari sulla curva, e calcolare la lunghezza di ~.




4. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

m3y87y+2(si112 r)yB

f (x,y) = \/m4+y6
0 per (z,y) = (0,0).

a. Stabilire se f ¢ continua in (0,0).

b. Stabilire se f ¢ derivabile in (0, 0) , calcolando in caso affermativo V f (0,0) .
c. Stabilire se f & differenziabile nell’origine.

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

5. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili
Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione, stu-
diarne la natura (cio¢ decidere se sono punti di minimo, massimo, o sella).

fz,y) =e 3772 (91‘2 +6x +2 — yz)
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Cognome e nome (in stampatello)

codice persona (o n°di matricola)

n°d’ordine (v. elenco)

1. Equazioni differenziali del prim’ordine lineari
Risolvere il problema di Cauchy

{ Yy +ycotz = cos?x
y(=5) =0

e determinare a priori I'intervallo pitt ampio su cui & definita la soluzione.

2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

y' + 5y =4z —2
e quindi risolvere il problema di Cauchy con condizioni iniziali

{ y(0)=0
v (0) =3

3. Curve e integrali di linea
Sia v un arco di curva materiale omogeneo, rappresentato dal grafico della
funzione
y = sinz per x € [0, 7] .

Calcolare I’elemento d’arco ds.

Lasciando indicata con L la lunghezza di « (che NON si chiede di calco-
lare), calcolare le coordinate del centroide di . Si suggerisce di fare un di-
segno e prestare attenzione alle simmetrie. Si richiede di riportare con cura
1mpostazione e passaggi.



4. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

1 (‘27’“‘2) ;3
Flr,y) =14 wgs € 7T/ sin"zcosy  per (z,9)
0 per (z,y)

[N
~—~
o

=
=

a. Stabilire se f & continua in (0,0).

b. Stabilire se f & derivabile in (0, 0) , calcolando in caso affermativo V f (0,0) .

c. Calcolare in base alla definizione le derivate direzionali D, f (0,0) per un
generico versore v= (cos#,sind). Vale la formula del gradiente?

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

5. Massimi e minimi vincolati
Determinare massimi e minimi assoluti della funzione

) =i (%2)

soggetta al vincolo
zt +y? = 12.

Si richiede di usare il metodo del moltiplicatore di Lagrange e non altri metods.
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1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy

{ Y = (tanz) - (coty)

e determinare 'intervallo pitt ampio su cui ¢ definita la soluzione.

Equazione a variabili separabili, il secondo membro ha senso per x # 5 +
km,y # km. Soluzione costante dell’equazione ¢ y = Z + km, che non risolve il
problema. Risolviamo:

/ (tany) dy — / (tanz) dz

s .
/ 1nydy:/§mxd$
cosy cosx

—log |cosy| = —log |cos x| + c.

Imponiamo la condizione iniziale y (0) = %:

—log% =—logl+c
c=log2
e la soluzione del problema ¢ definita implicitamente dall’equazione
—log|cosy| = —log|cos z| + log 2.

Poiché x deve variare in un intorno di 0 e dev’essere x # §+km (dall’equazione),
dovra essere = € (—g, %), in particolare cosx > 0;

poiché y deve variare in un intorno di 5 e dev’essere y # km (dall’equazione)
ma anche y # 7 + km (dall’espressione trovata log|cosy|), dovra essere y €

(0, g), in particolare cosy > 0; percio possiamo togliere entrambi i moduli:

—log cosy = —log cos x + log 2

cosx
log cosy = log ( )
cos T
cosy =
Y=



cos T

Per z € (—%, g) si ha 5% € (0, %) percio dovendo essere y € (07 g) si ha

(COS.’I]) c ( s 7T)
— arccos er r —_—, = .
y 2 )P 2°9

Questo ¢ l'intervallo massimale su cui & definita la soluzione.

2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

y" — 4v/2y' + 8y = 5 cos (\/ﬁx) .

o —4v2a+8=0
(a- 2\/5)2 =0
o = 2v/2 radice doppia
Integrale generale dell’omogenea:
z(x) = 2V (c1z + c2).

Metodo di somiglianza, notando che il termine noto non é soluzione dell’omogenea,
cerchiamo

7 (x) = Acos (ﬂm) + Bsin (\/im)
7 (z) = —V/2Asin (\/5:5) + BV2cos (\/ix)
7" (z) = —2Acos (\@x) — 2Bsin (\@z)

(—2A cos (\/ix) — 2Bsin (\/537))—4\/5 (—\/514 sin (\/5:5) + BV2 cos (\/izc))
+8 (A cos (ﬁz) + Bsin (\f?:r)) = 5cos (\/5:1:)

—2A—-8B+8A=5
—2B+8A+4+8B=0

64A—8B=5 B:—§A A=1_3
BA+6B=0 | 6A+3A=5 | B=—-2

Soluzione particolare dell’equazione completa:

y(z) = 13—0 cos (\/59:) — %sin (\/ix) .

Integrale generale dell’equazione completa:

= 2V (c1m+co) + 3 cos (\/ix) — %sin (\/i%‘) .

y (z) 10

10



3. Curve e integrali di linea
Si consideri I'arco di curva materiale piana omogenea v di equazioni para-

metriche:
r(t) = (RtQ,R‘ggtff) per t € [~1,1]

con R costante positiva. Calcolare ’elemento d’arco ds, la lunghezza di 7 e la
coordinata x¢ del suo centroide, semplificando le espressioni trovate.

' (t) =R (2@ \/5t2)
"(t)] = RV4t2 + 5t = R|t| /4 + 5t2.
ds = R|t| v/ 4 + 5t2dt.

Lunghezza:

1 1
l(v):/ Rt| mdt:m/ tv/4 + 5t2dt

0

R( —-2%) = BR.

213/2
_2R[5(4+5t) ] '

o 15

Centroide:
1 ot
o =7 zds = —— Rt R|t| v 4+ 5t2dt
2l

—R 2/ t3\/4 + 5t2dt
0
24 d

\/4+5t2:u;t2=u ;tdt:ﬁ;

) )

15 3u2—4 udu
=R -
19 /2 5 %7

11



3 [ /33 (1 1
= S 4) =222
19-5R_9<5 ) (5 3”

3 [ (7 2
= — 2—
19-5R_9<5) 3 15}

3 R'189+64 253
T 19-5 15 A7

4. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

e Yt4ye”

flz,y) = { ] Sz PO (z,y) # (0,0)
0 per (l',y) = (0,0) .

a. Stabilire se f & continua in (0,0).

b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0, 0) .
c. Stabilire se f e differenziabile nell’origine.

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

a. Scriviamo:

‘SU|£L’ T ‘$|y —y T
e =e Vf(z,y)+ e fo(x,y).
/2 y2 /2 y2 (7 ) (7 )

Poiché fi e f5 sono positivamente omogenee di grado 1 e continue fuori dall’origine,

f(zy)=e"

fi(z,y) = 0e fa(z,y) — 0 per (z,y) — (0,0)

percio
flz,y) = 1-0+1-0=0,

e f & continua.

b.
J(@,0) = o] ==
%(0,0):1
f(0,y)=0
%(QO):O.

Quindi f ¢ derivabile in (0,0), con Vf(0,0) = (1,0).
c. Per definizione f & differenziabile nell’origine se e solo se:

f(xay)ix
N

h(z,y) — O per (z,y) — (0,0).

12



Ma:

ze Y+ye”

25T T el e+ ye) — a /e T
Nz 21y |

h(x,y) =

In particolare,

b (ar0) = ZELT ) — 2V

2x2
:m(e_ +62)_\/§—>:|:2_2\/§ perx—>0i.
T

Poiché h (x,x) non tende a zero, f non ¢ differenziabile in (0, 0) .

5. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili
Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione, stu-
diarne la natura (cioé decidere se sono punti di minimo, massimo, o sella).

fz,y) = e 2y (:1:2 — 2z +2— yz)

fo=e""2 (x2—2x—|—2—y2+2:z:—2) = et (xQ—yz) =0
fy=e"2 (22 +4z — 442y - 2y) =0

La prima equazione da y = +z. La seconda equazione per y = = da
dr —4—-2x=0=2 =2, quindi y = 2.

La seconda equazione per y = —x da

2 2
61‘—4:O=>.’L'=§, quindiy:—g.

2,2), @ —§> .

Calcoliamo la matrice hessiana.

I punti stazionari sono:

2 _ 2 2 2
a2y ¢ —y° + 2 —2z° + 2y* — 2y
Hf(z,y)=e [—2x2+2y2—2y —2(—22% + 4z — 4 +2y% — 2y) + 4y — 2

— o2y 2?2 —y? + 2z 2(7$2+y2*y)
2(—a*+y*—y) 2(22% —2y® — 4o+ 4y + 3)

Studiamo ora la natura dei punti stazionari:

Hf(2,2)=e? {_44 64} definita positiva,

(2,2) ¢ punto di minimo relativo.

13



2 2 NEREE N .
Hf(Z, -2 ) =¢€*|} _3L4 indefinita,

3’ 3 3 3
2, 22 punti di sella.
37 3

14
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1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy

{ Y + g™ =0
y(0) = 5
e determinare 'intervallo pitt ampio su cui é definita la soluzione.

Equazione a variabili separabili. Soluzione costante dell’equazione ¢ y = 0,
che non risolve il problema. Risolviamo:

dy _ g2
— =— [ xe " dz
/ NG

e

2Vy = 5 +c

Imponiamo la condizione iniziale y (0) = L.

25°
2 1
5 27°¢
_ 1
‘=710

e la soluzione del problema ¢ definita implicitamente dall’equazione

e 1
V=510

che impone

2

e " 1
——>0
2 10>
2 1 2 9
e ” >g;ez < 5yx” <logh

—y/logd <z < 4/logh

che ¢ effettivamente un intorno di 0. In quest’intervallo possiamo invertire la
funzione, ottenendo la soluzione



nell’intervallo (—\/log 5,+/log 5).

2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

y' 4+ 4y + 5y = xe ",

& +4a+5=0
a=—-2%4i.
Integrale generale dell’omogenea:

z(z) = e (c1cosx + cosinz) .

Soluzione particolare dell’equazione completa. Osservo che il termine noto
non & soluzione dell’equazione omogenea. Percio in base al metodo di somiglianza,
cerco

§(2) = e (Az+ B)
¥ (x) =e " (—Ax — B+ A)
¥ (z)=e " (Az+B—A— A)

e {(Az+B—-2A)+4(—Az— B+ A)+5(Az+ B)} =xe®
2Ax +2A+2B ==z

24=1 A=1
2A+2B =0 B=-
Una soluzione particolare dell’equazione completa & allora
_ 1,
§(z)=5e " (@ - 1)
e l'integrale generale dell’equazione completa é:
—2x (

1
y(z)=e c1cosm+02sinx)+§e—x(3;_1).

3. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

L EslCure T o (5y) £ (0,0)
f (xay) -

(:v2+y2)\/z4+y6
per (z,y) = (0,0).

a. Stabilire se f & continua in (0,0).

16



b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0, 0) .

c. Calcolare in base alla definizione le derivate direzionali D, f (0,0) per un
generico versore v= (cos,sin#). Vale la formula del gradiente?

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

a.
. _ 3
)< 2@ el v
S ) T @) e
x223y4 e % ‘I|3 y2

=2 \y|3 Y2 - 22

=8yl +e " |z] — 0 per (z,y) — (0,0),

quindi per il teorema del confronto f (z,y) — 0 per (x,y) — (0,0), e f &
continua in (0,0).

b.
.. Of
= d _— =
f(z,0) =0, quindi 5 (0,0) =0
f(0,y) =0, quindi % (0,0) =0.
Percio f ¢ derivabile, con Vf(0,0) = (0,0).
c. Sia

t2 cos? @ sin® (2t sin 6) + et 3943 cos® A2 sin? §
t2 \/254 cost 6 + t6 sin® 0
cos? @ sin® (2t sin ) + et 5943 cos® A sin” 0
t2y/cost 0 + t2sin° 0
cos? O sin* (2t sin §) et¢030 cos3 fsin? 0

+
t24/cost 0 + t2sin® 0 costf + t2sin 0

Ora se cos # 0, per t — 0

g(t) = f(tcosh,tsinf) =

cos? fsin* (2t sin 0) cos? 0 (2t sin0)*
t24/cost 6 + t2sin 0 t2 cos? 0
—tcos @ 3 102
e cos® 6 sin” 0
t ~ tcosfsin® 6
cost 0 + t2sin 0

= ¢216sin* 9

quindi
g(t) ~tcosfsin®0 e D, f(0,0) = g’ (0) = cosOsin? 6.

Se poi cosf = 0 si ha g (t) =0, quindi ¢’ (0) = 0, perciod in ogni caso &
D, f(0,0) = cos 0 sin’ 6.
D’altro canto

Vf(0,0)-v=1(0,0)- (cosf,sinf) = 0 per ogni 6,

17



percid non vale la formula del gradiente. (In particolare, certamente f non &
differenziabile in (0, 0)).

4. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili
Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione, stu-
diarne la natura (cioé decidere se sono punti di minimo, massimo, o sella).

f(:c,y):(z+2y72)(12+y274).

:(x2+y2—4)—|—2m(x+2y—2):0
=2(z?4+y -4 +2y(x+2y—2) =0

{ (x +y?—4)=-2z(z+2y—2)
2(x24+y?—4) =2y (z+2y—2)

Dividendo membro a membro la seconda equazione per la prima, sotto le ipotesi

(22 +y* —4) # 0,2 #0, (z + 2y — 2) #0,

si ottiene
2==y=2z

che sostituita nella prima equazione da
(2 +4a® —4) + 2z (z+42—-2) =0
1527 — 4z —4=0

244460 2+8
- 15 15 -

quindi otteniamo per ora i due punti stazionari

(39 (30

Discutiamo ora cosa accade quando si annulla uno dei tre fattori (x2 +92% — 4) , &, (@ + 2y — 2).
Se (x + 2y — 2) = 0 le due equazioni danno (a:z + 92— 4) = 0, quindi otter-
remo punti stazionari risolvendo il sistema:

r+2y—2=0
22 +9% —4=0.

Se(x+2y—2)#0e (322 + 42— 4) = 0, le due equazioni danno = = y = 0,
che contraddice (ac2 +942 - 4) = 0, e non otteniamo soluzioni.

Se (x4+2y—2) # 0,(z?+y?>—4) # 0 e x = 0 la prima equazione da
(mz +9% - 4) = 0, contraddizione.

18



Risolviamo quindi il sistema

r+2y—2=0 rT=2-2y
224+1y2—-4=0 4—-8y+4y?+9y*?—4=0

8
5y2—8y:00heday:00y:g.
Sey=0si haz=2;

8 L 6
sey=—sihaz=——.
5 5

Quindi abbiamo gli ulteriori due punti stazionari:

6 8
270 s\ Ty E )t
20, (-2.3)
Calcoliamo la matrice hessiana.

fo=322+9y? —4+ 4oy — 4x
fy:Q(:z:2+3y2f4+:ry72y)

|6z +4y —4 2y + 4z
Hf(m’y)_[ 2y + 4z 2(6y+x—2)}

_9 3z + 2y — 2 Y+ 2z
B Y+ 2z b6y +x—2

Studiamo ora la natura dei punti stazionari:

2 4 g 8 812 2

Z ) = 3 _° . " L
Hf <3, 3) 2 [g 20} 3 [2 5} definita positiva, punto di minimo

3 3
aes)

_24  _87 g _
2 {_g _356} =t {_g _3] definita negativa, punto di massimo
5

~
—~
\.l\D
(an)
=
\
[N
| —
NN
(e RN

] indefinita, punto di sella
6 8 -2 4 8 [-3 —1] . . .
Hf (—5, 5) =2 |:_i 325:| = 5 |:_1 8 :| ll'ldeﬁnlta7 punto dl Sella

5. Funzione implicita
Dimostrare che I'equazione

fz,y) =log(1+zy)+e* ¥ —2cosy =0

definisce implicitamente una e una sola funzione z = h(y) in un intorno di

yo = 0. Calcolare quindi A’ (0), semplificando I’espressione ottenuta.

19



La funzione ¢ C! (A) con A = {(z,y) : 2y > —1}.
f(z,0) =e®” —2=0 per z = log 2.

Quindi zp = log 2.

O oy= Y oy
of B
9z (log2,0) = 2.

Poich¢ f € C* (A), (log2,0) € A, f (log2,0) =0 e % (log 2,0) # 0, equazione
f (z,y) = 0 definisce implicitamente una e una sola funzione x = h (y), C*, in
un intorno di yg = 0. Si ha:

af T —y .
4 — oz 25
By (z,9) Ty e + 2siny
0
8—5(10g2,0):10g2—2
B (0) = _%(IOgQaO) _ _log272 - log2.
L (log2,0) 2 2

20
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1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy

{ Yy + % =2z
y(1) =2
e determinare l'intervallo pitt ampio su cui ¢ definita la soluzione.

Equazione lineare del prim’ordine a coefficienti continui in (0, +00), la soluzione

del problema sara definita in (0, +00).

a(m):%

A(z) = [a(z)dr = 2\/z.

Integrale generale:

y(z) =e 2V" {c+2/e2ﬁﬁdx}

/ezﬁﬁdx = (Vo = tyz = % dz = 2tdt)

1 1
= 2/e2tt2dt =24 22 —/fthQtdt
2 2
1 1
=22 9 {Qe%t — / 262tdt}

1 1

:e2tt2—62tt—|—§e%:e2t <t2—t+2)
()
=e x—ﬁ+§ .

y(z) =e V" {c+ Ve (2 — 2v/x + 1)}
=ce 2V 4 (2£C -2z + 1)
Imponiamo la condizione iniziale y (1) = 2 e abbiamo
2=rce?+1
c=e

y(z) = e 2V" + 22 — 2y/z + 1 per x € (0, +00).
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2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

29" + 3y’ — 5y = 10e” " sinx

semplificando ’espressione ottenuta. Per la ricerca di una soluzione particolare
della completa, si richiede di utilizzare il metodo dell’esponenziale complesso.

202 +3a—-5=0

Integrale generale dell’omogenea:
z(x) = c1e” + coe” 57,

Metodo di somiglianza. Notiamo che il termine noto non é soluzione dell’omogenea.
Poiché '
10e *sinz = Im (10€$(_1+Z)) )

cerchiamo prima una soluzione particolare dell’equazione
2w + 3w’ — 5w = 10~ 1)
del tipo
W (z) = Ae™(~1HD
W (z) = A(=141i)e*(T1FD
W' () = A(=1+14)% "1+

At L2 (<1 i) + 3 (=1 +44) = 5} = 10671+
A{—4i—3+3i—5} = 10
A{-8—i} =10
10 108-i) 2

A=— = — = — (— ]
8S+i 65 38+

2
w(x) = 3 (=8 +1i)e " (cosz + isinx)

Percio una soluzione particolare dell’equazione completa di partenza é:

2
Y(r) =Imw (z) =Im 3 (=8 +1i)e " (cosx + isinx)

= 13°¢ (cosx — 8sinx)
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e 'integrale generale dell’equazione é:

© 5, 2 . .
y(z) = cre” +cze ?"L+1—36 ¥ (cosz — 8sinz).

3. Curve e integrali di linea
Si consideri la curva piana v di equazione in forma polare

p = RO per 6 € [0, 3].

Calcolare poi il suo elemento d’arco, semplificando I’espressione ottenuta, sta-
bilire se la curva e regolare o regolare a tratti, determinando gli eventuali punti
singolari sulla curva, e calcolare la lunghezza di ~.

Detto f (0) = RO* si ha f' (0) = 4R03,

ds = \/f (8)> + 1/ (6)%d6 = R\/6® + 16659 = RO>\/0 + 1640.

La curva é regolare ad eccezione del punto singolare per § = 0, che & 'origine.
Lunghezza:

3
1(7) :/ RO®+/0% + 16d0
0
V02 +16 = ;6% = > — 16;0d0 = tdt,t € [4,5]
5 5
= R/ (t* — 16) t?dt = R/ (t* —16t%) dt
4 4

516 .]° 55 16 4516
=R|———=t| =R|— - -5 - —+—4°
L [5 3 5 73

: 16 11
=R|5*(5—-) -4 (- —=

P (-5) - (-3)
o[ 1., 2 ] /2048 125
=R 35+154}_R<15 3)

2048 — 625 1423
R( 15 > T

4. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

2 3

x3y87y+2(sin I)y per (l‘ y)
f @) = v ’
0

RN
—~
=

(e

=

a. Stabilire se f & continua in (0,0).
b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0,0) .
c. Stabilire se f ¢ differenziabile nell’origine.
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Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

‘x?’y‘ e v N 2 (sin2 33) ly
/cr:4—|—y6 l‘4+y6

< ’m?’y’ e Y N 2 (sin2 a:) |y\3

St

= lzyle ¥ +2 (sin’z) = g (z,9).

|f ()] <

Poiché g & una funzione continua, che vale 0 in (0,0), quindi tende a 0 per
(z,y) — (0,0), per il teorema del confronto

| (z,9)] = 0 per (z,y) — (0,0)

Percio f & continua in (0,0).

b.
f(z,0) =0, quindi % (0,0) =0.
f(0,y) =0, quindi % (0,0) =0.

Percio f ¢ derivabile in (0,0), con Vf(0,0) = (0,0)
c. Per definizione f ¢ differenziabile nell’origine se e solo se:

f(z,y)

h(z,y) = \/TTZ/Q — 0 per (z,y) — (0,0).
Si ha:
zdye Y 4+ 2 (sin z) y3
h(z,y) = ( )

VaZ + ot £y

ol < — L2 2 i )y
\/x2+y2\/x4+y6 \/$2+y2\/x4+y6
< ‘xgy‘ e Y N 2 (sin2 x) |y|3
S VaVar | VR
Q(Sin2 x)
||

perché: |yl e™¥ & continua e nell’origine vale zero, mentre

[ (

= lyle”? + — 0 per (z,y) — (0,0)

2 (sin? 222
W~;2lx~0per (2,4) — (0,0).
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Quindi per il teorema del confronto,
h(z,y) — 0 per (z,y) — (0,0)
percio f ¢ differenziabile in (0,0).

5. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili
Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione, stu-
diarne la natura (cio¢ decidere se sono punti di minimo, massimo, o sella).

f(zy) = e 372 (9962 + 62 + 2 — y2)

fo=e7372 (2727 — 182 — 6 + 3y* + 18z + 6) = 3e 2"~ (y? — 922) =0
fy — e—3w—2y 2

La prima equazione da y = +3x. La seconda equazione per y = 3x da

2 2
91‘2+6I+2—93§2+3x:0:>x:—§, quindiy:—g.

La seconda equazione per y = —3x da

2
9:1:2—|—61:+2—9x2—33::0:>z:—§, quindi y = 2.

5939

Calcoliamo la matrice hessiana.

s 9(9x2—y2—6$) 6(9x2_y2+y)
Hf (z,y) = e y|:6(9$2_y2+y) 2 (2 (922 — y? + 62+ 2y) + 3)

I punti stazionari sono:

Studiamo ora la natura dei punti stazionari:

-4 -14

&H
/l\
Nl )
|
W N
~~
I
®
Wi

{12 4} indefinita,

2 2
(—9, —3) é punto di sella.

2 _5 |36 12 . .
Hf <_3,2> —e [12 6} definita positiva,

2
(3, 2) ¢ punto di minimo relativo.

25

—1822 — 122 — 4 + 29% — 2y) = —2¢ 322y (95[:2 +6x+2—y*+ y) =0



Prima prova in itinere di Analisi Matematica 2

Ingegneria Elettronica. Politecnico di Milano Es. | Punti
A.A.2021/2022. Prof. M. Bramanti 1
Svolgimento Tema n°4 2
3
4
5
Tot.

1. Equazioni differenziali del prim’ordine lineari
Risolvere il problema di Cauchy

{ Y +ycotz = cos®w
y(=§)=0

e determinare a priori 'intervallo pitt ampio su cui ¢ definita la soluzione.

Equazione lineare del prim’ordine a coefficienti continui per x # km, poiché
la condizione iniziale ¢ assegnata in z = —% la soluzione del problema sara
definita in (-, 0).

a(r) =cotw = S5

A(z) = [a(z)dz =log|sinz| = log (—sinz) in (—,0).

Integrale generale:

y(z)=e" log(— sinx) {c + / elos(—sinz) g2 scd:z:}

1
= —— {c—/sinxcos2 J:dx}
sin x
1 { cos3a:}
== c+
sinx 3

Imponiamo la condizione iniziale y (—%) = 0 e abbiamo

02<c+ W?)S)

3

c=—%
1 V3  cosPx
y () sinac{8+ 3 }peer(w,O).

2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere 'integrale generale dell’equazione

y' + 5y =4dx —2
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e quindi risolvere il problema di Cauchy con condizioni iniziali

{ y(0)=0
v (0) =35

a®>+5a=0
a=0,a=—-5.

Integrale generale dell’omogenea:
2(z) = c1e75% + ¢y.

Cerco una soluzione particolare dell’equazione completa col metodo di somiglianza

Poiché il primo membro non contiene il termine in y occorre cercare:

7(x) = Az® + Bx
Y (z) =2Az + B
7' (z) =24
2A+5(2Ax + B) =4z — 2
10A =14 2 14
{ 2A+58=—2 1T 5B= "5
2 14

Integrale generale della completa:
(z) = cre 5% 4 cp + gx - —z
Y =c 2 5 o557

Imponiamo ora le condizioni iniziali:
Oiy(O):Cl+02

i

— 3
Cl—_%
_ 3
CQ—%

2
y(z) = % (1—e™)+Za”— —u.

3. Curve e integrali di linea
Sia v un arco di curva materiale omogeneo, rappresentato dal grafico della

funzione
y =sinz per x € [0,7].
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Calcolare I’elemento d’arco ds.
Lasciando indicata con L la lunghezza di « (che NON si chiede di calco-

lare), calcolare le coordinate del centroide di . Si suggerisce di fare un di-
segno e prestare attenzione alle simmetrie. Si richiede di riportare con cura

impostazione € passagysi.
Posto f (x) =sinz, f' (x) = cosz, si ha:

ds = \/1+ f" (z)*dz = /1 + cos? zdx

Per simmetria, si ha ¢ = 5 mentre
/ ds.
2l

/yds:/ sinzy/1 + cos? zdx
0% 0

cosz =t; —sinxzdx = dt

1 1
:f/ \/1+t2dt:2/ V14 t2dt
—1 0

t = Shu;dt = Chudu

SIE

Yo =

SettSh 1
= 2/ (Chw)? du = [Shu Chu + ulf "
0

= /2 + SettSh 1.

Quindi
V2 + SettSh 1
yoe=—"71

(In effetti si ha L = [ v/1+ cos? zdz ~ 3.8202, da cui yo ~ 22555 ~ 0.6).

4. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

Flayy) = Sorpenlecosy  per (iy) £ (0,0)
0 per (z,y) = (0,0)

a. Stabilire se f & continua in (0,0).

b. Stabilire se f ¢ derivabile in (0, 0) , calcolando in caso affermativo V f (0,0) .

c. Calcolare in base alla definizione le derivate direzionali D, f (0,0) per un
generico versore v= (cos#,sind). Vale la formula del gradiente?

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.
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2_,2 . .
a. La funzione g (z,y) = % ¢ positivamente omogenea di grado 0 e

continua fuori dall’origine, percio limitata, quindi

(52) lel* _ Jal”
f (@ y)l < edmnt) g S e = elal = Oper (2,9) = (0,0),
quindi f & continua in (0,0).
b.
-3 a
f(z,0)= emT ex, quindi 2 (0,0)=e
ox
of
0 =0 indi = (0,0) = 0.
f(0,y) 7qulnlay( ,0)
Percio f ¢ derivabile, con V f(0,0) = (e,0).
c. Sia

e(cos —sin6) )3 (t cos @) cos (tsin b)

2 cos2 0 + t*sin 0

g(t) = f(tcosf,tsinf) =

Se cosf £ 0, pert — 0 ¢

£C0s 29t3 COSS 0
gl ~ —5 57—
t? cos? 6

D, f(0,0) =g’ (0) = e* 20 cos .

= te°?% cos 0, quindi

Se poi cosf = 0 si ha ¢ (t) = 0 quindi g’ (0) = 0. Percio in ogni caso &:
Dy f(0,0) = =% cos 6.

D’altro canto

V£(0,0) v =(e,0)- (cosh,sinf) = ecosf # e’ cosh per cos20 # 1,

percid non vale la formula del gradiente. (In particolare, certamente f non &
differenziabile in (0, 0)).

5. Massimi e minimi vincolati
Determinare massimi e minimi assoluti della funzione

f(@,y) = sin (%Cy)

soggetta al vincolo
at+y? =12,

Si richiede di usare il metodo del moltiplicatore di Lagrange e non altri metods.
Sia g (z,y) = #* + y* — 12, poiché g ¢ C* (R?) e

Vg (xay) = (4'7:3’23/) = (050) g (x,y) = (070)

29



e ¢g(0,0) # 0, il vincolo non ha punti critici. Definiamo la lagrangiana
L@y, N) = f (2,9) = Mg (@,y) = sin (2] = A (o +y” - 12)

e risolviamo il sistema

%:7605(%)—4)@3:0
oy = 5 cos () =2y =
%:_ x4+y2—12):
cos (T5Y) = 4

Trcos (T5Y) =2y

2t +y? =12

Dividendo membro a membro la 1¢ equazione per la 2% (supponendo, per il
momento, che sia: & # 0, cos (75%) # 0,y # 0) si ha
3
L. Qx—, y? =224
x

che nella terza equazione da:
3zt =12,2% =4,2% = 2,2 = +v/2 e quindi
y2 =23t = 8, y= +2¢/2.
Abbiamo cosi i 4 punti stazionari della lagrangiana:

+ (\/5 2\/5) £ (ﬁ —2\/5) .

Esaminiamo ora il caso in cui non valgono le condizioni x # 0, cos (%) #0,y #
0.

Se cos (”T“’) = 0 le equazioni danno = = y = 0, che non rispetta il vincolo,
quindi nessuna soluzione.

Se cos ("§2) # 0 e z = 0 (0 y = 0) otteniamo rispettivamente y = 0 (o
x = 0) dunque di nuovo (0,0) che non rispetta il vincolo. Quindi non ci sono
altri punti stazionari liberi della lagrangiana.

Poiché il vincolo rappresenta un insieme chiuso e limitato del piano, per
il teorema di Weierstrass massimo e minimo assoluto vincolato di f esistono

certamente, basta percio confrontare i valori di f in questi punti. Si ha:

7(e (V22v3)) o (P22 i (31) -3

(= (v2,-2v3)) =sn <_V§3M> —sin(~4e) =

pertanto:

+ (\/5, 72\/§> sono punti di massimo assoluto vincolato

+ (\/5, 2\@) sono punti di minimo assoluti vincolati.
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