Prima prova in itinere di Analisi Matematica 2

Punti

Ingegneria Elettronica. Politecnico di Milano Es.
A.A.2022/2023. Prof. M. Bramanti 1
Tema n°1 2
3
4
5

Tot

Cognome e nome (in stampatello)

codice persona (o n°di matricola)

n°d’ordine (v. elenco)

1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy

y = 1312
y(0)=2

e determinare l'intervallo pitt ampio su cui & definita la soluzione.

2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere 'integrale generale dell’equazione

y' +y — 12y = Te 2.
3. Curve e integrali di linea
Sia v ’arco di curva piano di equazione polare

p=1+|sind| per 6 € [0,2n].

a. Scrivere le equazioni parametriche della curva, stabilire se I’arco di curva
& regolare o regolare a tratti, determinando gli eventuali punti singolari della
curva, calcolare l’elemento d’arco ds. [Decidete voi in quale ordine & meglio

rispondere a queste domande]

b. Calcolare I'integrale di linea, semplificando 1’espressione ottenuta:

/|a:|ds
.




4. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

a?y?/% + x| — |y sin (2y)
4/:1:4 _|_ y4

a. Stabilire se f & continua in (0,0).

b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0, 0) .
c. Stabilire se f ¢ differenziabile nell’origine.

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

f(a:,y): per (I,y)%(0,0), f(0,0):O

5. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili

Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione (nel
dominio della funzione stessa, da determinare), studiarne la natura (cioé de-
cidere se sono punti di minimo, massimo, o sella).

fla,y)=ylogy+1)(a®—1).



Prima prova in itinere di Analisi Matematica 2

Ingegneria Elettronica. Politecnico di Milano Es. | Punti
A.A.2022/2023. Prof. M. Bramanti 1
Tema n°2 2
3
4
5
Tot

Cognome e nome (in stampatello)

codice persona (o n°di matricola)

n°d’ordine (v. elenco)

1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy

y = Yollogz)?
y(1)=-1

e determinare l'intervallo pitt ampio su cui & definita la soluzione.

2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere 'integrale generale dell’equazione

l‘Q
Wy +y =S

3. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

223 — 22y + 22y — % + 2ty — 3xy®

f(zy) = PR

per (m,y) # (070)’ f(0,0) =0

a. Stabilire se f & continua in (0,0).

b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0, 0) .

c. Calcolare in base alla definizione le derivate direzionali D, f (0,0) per un
generico versore v= (cos#,sin ). Vale la formula del gradiente?

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.




4. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili
Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione, limi-
tandosi (data la periodicita) alla regione y € [—g, g], studiarne la natura (cioe

decidere se sono punti di minimo, massimo, o sella).
F(@.y) = 2% + (22 + 1) cos (29)..

5. Funzione implicita
Dimostrare che I’equazione

flry)=zVd—y?+y Ve +1=0

definisce implicitamente una e una sola funzione y = ¢ (z) in un intorno di
xg = —2. Calcolare quindi ¢’ (—2), semplificando I’espressione ottenuta.
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Tema n°3 2
3
4
5
Tot

Cognome e nome (in stampatello)

codice persona (o n°di matricola)

n°d’ordine (v. elenco)

1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy

{y'ﬂix:gﬁs
y(=1)=2

dopo aver determinato (a priori) lintervallo pitt ampio su cui ¢ definita la
soluzione.

2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

y" + 4y’ + 8y = 5sin 2x
semplificando 'espressione ottenuta.

3. Curve e integrali di linea
Si consideri I’arco di curva materiale omogenea v di massa m ed equazioni
parametriche:
x = cos (7t)
y=sin(rt) 4¢ [0, 2]

z= \/gﬂ'tg/z

Calcolare il suo elemento d’arco, la sua lunghezza, e I'integrale di linea

/z%ds.
.

Si richiede di semplificare le espressioni trovate.




4. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

y sin (3:1: - yz) + 273 cosy
&t + y2

a. Stabilire se f ¢ continua in (0,0).

b. Stabilire se f & derivabile in (0, 0) , calcolando in caso affermativo V f (0,0) .

c. Stabilire se f e differenziabile nell’origine.
Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

f(xvy) = per (1’,y) # (070)7 f(OvO) =0.

5. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili

Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione (nel
dominio della funzione stessa, da determinare), studiarne la natura (cio¢ de-
cidere se sono punti di minimo, massimo, o sella).

f(x,y) = ylogy (4z — 2?) .
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Tema n°4 2
3
4
5
Tot

Cognome e nome (in stampatello)

codice persona (o n°di matricola)

n°d’ordine (v. elenco)

1. Equazioni differenziali del prim’ordine lineari
Risolvere il problema di Cauchy

{y/_;;yl:eh
y(1)=0

dopo aver determinato (a priori) l'intervallo piu ampio su cui & definita la
soluzione.

2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere 'integrale generale dell’equazione

99" + 4y = 10e”* cos z.

Per determinare una soluzione particolare dell’equazione completa, si richiede
di usare il metodo dell’esponenziale complesso.

3. Curve e integrali di linea
Si consideri I’arco di curva materiale omogenea v di massa m ed equazioni
parametriche:

T =rcost
y=rsint ¢¢€ [-2m, 27|
z=ht

con r, h costanti positive. Calcolare il suo elemento d’arco, la sua lunghezza, il
suo momento d’inerzia rispetto all’asse x. [Attenzione: NON rispetto all’asse
z]. Semplificare 'espressione trovata.



4. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili

Si consideri la funzione:

y?>Shz — z® Chysin® x
$4 + y2

f(x’y) = per (x,y) # (0’0)7 f(O’O) =0.
a. Stabilire se f & continua in (0,0).
b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0, 0) .
c. Calcolare in base alla definizione le derivate direzionali D, f (0,0) per un
generico versore v= (cosd,sin ). Vale la formula del gradiente?
Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

5. Massimi e minimi vincolati
Determinare massimi e minimi assoluti della funzione

flay)=a®—y°

soggetta al vincolo
222 + % = 1.

Si richiede di usare il metodo del moltiplicatore di Lagrange e non altri metodi.
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Tot. | 33

1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy

e determinare 'intervallo pitt ampio su cui ¢ definita la soluzione.

Equazione a variabili separabili, il secondo membro ha senso per = # +1.
Soluzione costante dell’equazione ¢ y = 0, che non risolve il problema. Risolvi-

amo:
dy dx 1 1 1
/y2_/1—x2_2/(1—$+1+x>dx
1 1

1+
]_i

I
Yy 2 8

+c.

Imponiamo la condizione iniziale y (0) = 2:

1_
5 =C
e la soluzione del problema ¢ definita da
1 11 14+ 1
. =Z1lo _ =
y 2 %®1 -4 2
1 1 1
—==(1-log R
y 2 11—z
2
y:
l—log‘ifi

Poiché z deve variare in un intorno di 0 e dev’essere z # £1 (dall’equazione),

dovra essere x € (—1, 1), in particolare %f—i = if;” e la soluzione é:
2

y=—"+—+.
1 —log (%)



Inoltre dev’essere

1
1—log<1i—i> # 0

1+
1—m7ée
e—1
m7ée+1

e poiché 0 < Zfl < 1 l'intervallo massimale é:

T1
e (_17“1)
e+1

Questo ¢ 'intervallo massimale su cui & definita la soluzione.

2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

Y +y — 12y = Te ",

a?+a—-12=0

a=3;a=-4

Integrale generale dell’omogenea:

2 (z) = 13" 4 cpe ™17,

Metodo di somiglianza, notando che il termine noto é soluzione dell’omogenea,
cerco

7 (z) = Ae ™ (—4x + 1)
7" (z) = Ae™** (16x — 8)

Ae ™ [(162 — 8) + (—4x + 1) — 12z] = Te™*®
—TA=T7
A=-1
Quindi
7(z) = —ze "
e l'integrale generale dell’equazione é:

y(x) =163 + (cp — ) 7",

10



3. Curve e integrali di linea
Sia v ’arco di curva piano di equazione polare

p=1+|sind| per 6 € [0,27].

a. Scrivere le equazioni parametriche della curva, stabilire se ’arco di curva
& regolare o regolare a tratti, determinando gli eventuali punti singolari della
curva, calcolare l’elemento d’arco ds. [Decidete voi in quale ordine & meglio
rispondere a queste domande]

b. Calcolare 'integrale di linea, semplificando I’espressione ottenuta:

/|:1c|ds
N

a. Equazioni parametriche:

z = (1+ [sind]) cos ¢
{ y = (1+|sing))sing P 0 € [0:27].
//// [ \\\
\‘/ \‘\
\ J
\ )
( \
x\\ /“J
N /

La funzione p non & derivabile per sinf = 0, cio¢ § = kr. Al di fuori di questi
valori si ha:

p' = cosf - sgn (sinf)
ds = \/p% + (p)°d = \/2 + 2|sin ]d6.

Poiché lelemento di lunghezza /2 + 2 [sin ] (dove esiste) non si annulla mai,
l’arco di curva é regolare a tratti, i valori singolari del parametro sono 6 = kxw
che danno i seguenti punti singolari della curva (come si vede sosituendo nelle

equazioni parametriche):
(1,0),(-1,0).

11



27
/\x|ds:/ (1+ |sin 6]) [cos 0] /2 + 2 [sin 6]d6
o 0
:4/2 (1 + sinf) cos Ov2 + 2sin 0d6
0

= 4:\/5/2 (1+sin 9)3/2 cos 0d0
0

=42 [? (1 +sin0)5/2} o gﬁ (25/2 - 1)

:2(8—\@).

4. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:
2?y?3 + a|a| — Jy|sin (2y)
f(z,y) = T per (z,y) # (0,0), f(0,0)=0
vVt +y
a. Stabilire se f & continua in (0,0).
b. Stabilire se f ¢ derivabile in (0, 0) , calcolando in caso affermativo V f (0,0) .
c. Stabilire se f ¢ differenziabile nell’origine.
Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

a. Scriviamo:
2,2/3 _ .
z?y z |z| — [y[ sin (2y)
= fi(@,y) + f2(2,y).
et (2.) + f2 (@.9)

Poiché f; é positivamente omogenea di grado 1+ % e continua fuori dall’origine,
percio

flxy) =

fi(z,y) = 0 per (z,y) — (0,0).

Inoltre
J)Q + 2y2

&l + y4
dove f3 & positivamente omogenea di grado 1 e continua fuori dall’origine, percio
f3 — 0 e per il teorema del confronto

f2 (x,y) —0 per (xay) - (030),

percio f (x,y) — 0,e f & continua.

|f2($7y)|§ Ef3($7y)

b.
_ x|
f(z,0) = 2] =z
af B
a9 00 =1

12



F0.y) = TP _ i )

|yl
of

Quindi f ¢ derivabile in (0,0), con Vf(0,0) = (1,—-2).

c¢. Per definizione f & differenziabile nell’origine se e solo se:

fz,y) —x+2y

9@y = T EVTEW e (@) — (0,0).
/$2+y2

2?y?3 4 x |z| — |y|sin (2y) + /2! + y* (2y — 2)
VaZ ety

g(z,y) =
In particolare,
2?23 4 g |x| — |x|sin (22) + V2 |z| ©
g (fﬂ,fl}') = 4
2| V2 |2] V2
22+2/3 | (1 - %23:) + \“/?)

4
—1
o, f e (21
1293/4 1293/4 23/4

per x — 0*.

Poiché g (z,z) non tende a zero, f non é differenziabile in (0,0).

5. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili

Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione (nel
dominio della funzione stessa, da determinare), studiarne la natura (cio¢ de-
cidere se sono punti di minimo, massimo, o sella).

f(z,y) =y(logy +1)(2* —1).
La funzione & definita per y > 0.

fo=2zy(logy+1)=0
fy=(ogy+2)(z2—1) =0

La prima equazione dd z =00 y = é (y = 0 non & accettabile).
La seconda equazione per x = 0 da

logy +2 =0, quindi y = e 2;

pery:%da

e

22 —1=0, quindi z = +1.
1 1
(ﬂ, ) , (o, ) .
e €

13

I punti stazionari sono:



Calcoliamo la matrice hessiana.

2y (logy +1) 2z (logy + 2)

Studiamo ora la natura dei punti stazionari:

1 0 +£2| . .
Hf <:|:1, E) = L:2 0 } indefinita,

1
(il, —) sono punti di sella.
e

1 %0 . .
Hf (0, e_2> = [ Oe _62} definita negativa,

1
(0, —2> punto di massimo relativo.
e

o

Y,

—_
o
in

14
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1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy

e determinare 'intervallo pit ampio su cui ¢ definita la soluzione.

Equazione a variabili separabili. Soluzione costante dell’equazione & y = 0,
che non risolve il problema. I.’equazione impone x > 0. Risolviamo:

/dy / log:r

1 (1
(log £v) te
2y 3
Imponiamo la condizione iniziale y (1) = —1:
1
——=c
2

22 3 2
1 . 2 (log z)°
y? 3

9 1

che impone

(log )
1-— >0
3
3
(log x) logz < i/;
0<z < e%/g



che ¢ effettivamente un intorno di 1. In quest’intervallo possiamo invertire la
funzione, e ricordando che dev’essere y (1) = —1 otteniamo la soluzione

nell’intervallo (0, e %/g) .

2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

1.2
Ay =5

40 +4a+1=0
(20+1)> =0, = —%
Integrale generale dell’omogenea:
z(z) = e % (1 + com).

Soluzione particolare dell’equazione completa. In base al metodo di somiglianza,
cerco
7(x) = Az® + Bx +C
Yy (xr) =2Az+ B
7' (x) =24
2

4-2A+4(2Ax+B)+(Ax2+Bx+C):%

A=1 A=1
8A+B=0 B=—4
8A+4B+C =0 Cc=12

Una soluzione particolare dell’equazione completa ¢ allora
2
x
y(x) = 5 — 4z 412
e l'integrale generale dell’equazione completa é:

2
y(x)=e 2 (c; + o) + % — 4z 4 12.

16



3. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili

Si consideri la funzione:

2x3 — 22y + 2zy? — % + 2ty — 3xy°
$2 + y2

f($>y) = per (.'L',y) # (070)7 f(0,0)=0

a. Stabilire se f & continua in (0,0).
b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0, 0) .
c. Calcolare in base alla definizione le derivate direzionali D, f (0,0) per un

generico versore v= (cosf,sin#). Vale la formula del gradiente?
Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

Q.

23 — 22y + 2z — 3P zty —3xy?

212 z2+y2+z2+y25f1+f2+f3'

f(zy) =

Le funzioni fi, f2, f3 sono continue fuori dall’origine e positivamente omogenee

di grado, rispettivamente, 1,3,2. Quindi tutte e tre tendono a zero per (x,y) —

(0,0). Di conseguenza f (z,y) — 0 per (z,y) — (0,0), e f & continua in (0,0).
b.

223 .. Of
f (1',0) = ? = 2(,13, qulndl % (070) =2
3
—Y . Of
= —_— = — d —_— — —]_.
f(0,9) " y, quindi - (0,0)

Percid f & derivabile, con Vf(0,0) = (2,-1).
c. Sia

g(t) = f(tcosh,tsinf) = fi (tcosh, tsinf) + fo (tcosd,tsinb) + f3(tcosb,tsinb)
=t (2cos® @ — cos® @sin 6 + 2 cos O'sin® O — sin® 0)
+1¢3 (cos4 0 sin 9) + 2 (—3 cos 0 sin® 0) .

Quindi

D, f(0,0) = ¢’ (0) = 2cos®§ — cos? sin f + 2 cos O sin? § — sin® 0
= 2cosf (0052 6 + sin® 9) —sinf (cos2 6 + sin® 9)

= 2cosf —sinf.
D,f(0,0) =2cosf —siné.
D’altro canto
Vi(0,0)-v=(2,—-1)(cosb,sinf) = 2cosf —sinf per ogni 6,

percio vale la formula del gradiente.

17



4. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili

Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione, limi-
z ”], studiarne la natura (cioe

tandosi (data la periodicita) alla regione y € [—5, 3
decidere se sono punti di minimo, massimo, o sella).

f(x,y) =2 + (22 + 1) cos (2y)

fz =2z +2cos (2y) = 2(x + cos(2y)) =0
fy=-2(2x+1)sin(2y) =0
L osin(2y) = 0,2y = km,y = k%, ciog,

La seconda equazione da x = —3

nell'intervallo considerato, y = 0,y = +7.

Per z = f% la prima equazione da

1
cos (2y) = 5,2y = j:g + 2k, y = :I:% + km,

che nell’intervallo considerato [—g, g} significa:
™
= if
V=556
Per y = 0 la prima equazione da x = —1.

_ar ; ; N
Per y = £% la prima equazione da =z = 1.
Quindi i punti stazionari sono:

(~1,0), <;ﬁ:g) : (1,1%) .

Calcoliamo la matrice hessiana.

{ fo =2(x 4+ cos (2y))
fy =—2(2x + 1) sin (2y)

2 —4sin (2y)
Hf (z,y) = [4 sin (2y)  —4 (22 +1) cgs (2y)}
1 —25sin (2y)

=9 |:—2sin (2y) —2(2z + 1) cos (23/)]

Studiamo ora la natura dei punti stazionari:

Hf(-1,0)=2 E) g} definita positiva, punto di minimo relativo

1
Hf (_27 ig) =2 [:Fi/g :F(\)/ﬂ indefinita, punti di sella

18



(1, :I:E) =2 [(1) g] definita positiva, punti di minimo relativo

2

5. Funzione implicita
Dimostrare che I’equazione

[y =ayi—y?’+y Va+1=0

definisce implicitamente una e una sola funzione y = ¢ (z) in un intorno di
zg = —2. Calcolare quindi ¢’ (—2), semplificando Pespressione ottenuta.

La funzione ¢ C' (A) con A= {(z,y) :x # —le —2<y<2}.

f(=2,y) = —-2y/4—y? —y =0 per

—2/A—y2=y
quindi y <0e
-y =y’
5y? = 16
4
=—-——¢c(-2,2
V=5 (=2,2)
. . _ 4
Quindi yo = -7
-2
dy 24/4 — 12 4— 2

8
of 4 NG
A () TS S 74 B [
8y< ’ ) 2 570

19



Poiché f € O (A), (—2,—%) cAf (—2,—%) =0e ¥ (—2,—%) £ 0,
lequazione f (z,y) = 0 definisce implicitamente una e una sola funzione y =

g(x), C', in un intorno di xyp = —2. Si ha:
of y
U ey =vid+r —L
oz 3(z+ 1)2/3

3f<_2_4)_2_4_2
dx\ 7 v5) V5 3/5 3V5

20
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1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy

{voghs
y(=1) =2

dopo aver determinato (a priori) lintervallo pitt ampio su cui ¢ definita la
soluzione.

Equazione lineare del prim’ordine a coefficienti continui per x # 0,z # —2,
poiché la condizione iniziale & assegnata in x = —1, la soluzione del problema
sard definita in (—2,0).

a(x) = ﬁ

A(z) = [a(z)dz =log|2+ z| =log (2 + z) (nellintervallo considerato).

Integrale generale:

y(a:) :e—log(2+ac) {C+/elog(2+m)13dx}
xT
1 2+« 1 2 1
2—|—x{c+/ x3 x} 2—|—:1:{c+/<:c3+x2> ac}
1 1 1
2+x{c_m2_x}'

Imponiamo la condizione iniziale y (—1) = 2 e abbiamo
2=1-{c—1+1}
c=2

Y (@) = — {2—1—i}perme(—2,0).

:2+x 2

2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

y" + 4y’ + 8y = Hsin 2x

semplificando ’espressione ottenuta.

21



> +4a+8=0
a=-—-2+2

Integrale generale dell’omogenea:
z(x) = e ** (¢1 cos 2z + ¢y 8in 2) .

Metodo di somiglianza. Notiamo che il termine noto non é soluzione dell’omogenea.

Cerchiamo una soluzione particolare del tipo:
7 (z) = Acos2z + Bsin2x
¥ () = —2Asin 2z + 2B cos 2z

Yy () = —4A cos2x — 4B sin 2z
(—4Acos2x — 4Bsin2z)+4 (—2Asin 2z + 2B cos 2x)+8 (A cos 2z + Bsin 2z) = 5sin 2z

[N

1
2

—4B—-8A+8B =5 —8A+4B =5 A=

Percio una soluzione particolare dell’equazione completa é:

1 1
——cos2x + Zsin?m

{ —4A+8B+84=0

e l'integrale generale dell’equazione é:

1
2 (1 cos 2z + ¢y 8in 22) — 5 cos 2z + 1 sin 2z.

y(z)=e”
3. Curve e integrali di linea
Si consideri I’arco di curva materiale omogenea v di massa m ed equazioni

parametriche:
x = cos (t)
y=sin(rt) 4 ¢ [0, 2]

_ 2 .30
zf\/gwt/

Calcolare il suo elemento d’arco, la sua lunghezza, e I'integrale di linea

/z%ds.
¥

Si richiede di semplificare le espressioni trovate.
3 /2
"(t) = (—7‘{' sin (7t) , 7 cos (7t) 2\/;7rt1/2>

3
7" (t)] =7y /1 + 2t
3
ds =my/1+ §tdt.
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Lunghezza:

2 3/2 2
3 4 3 28
Ly) = \J1+stdt=m | = (1+ 5t - =
() /077 +2 ﬂ[9<+2> 10 977

Integrale di linea:
2 2 2 3
/z§d5:/ ( w3t w1+ —tdt
v 0 2

2
1—|—t:u;1+2t=u2;2dt:2udu;t=3(u2—1)1

[SCRN V)

N———
=
it

1= i

2\3 5 [?2 2
= <3) 7r§/1 3 (u2 — 1) U §2udu
8 (2\} / .
=_ (= T3 u —u’) du
5(5) = [ 6o
U8 2\ g )
“ol\3) T |5 3,
82V gty 1)
“o\3) ™ 5 3) 53
U8 (2 (s T 2 et 2\ g
“ol3) ™ 5 715) 13\3) ™

4. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

y sin (3:1@ - yz) + 273 cosy
&/ $4 + y2

a. Stabilire se f & continua in (0,0).

b. Stabilire se f ¢ derivabile in (0, 0) , calcolando in caso affermativo V f (0,0) .

c. Stabilire se f e differenziabile nell’origine.
Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

f(x,y) = per (x,y) # (070)7 f(0,0) =0.

7/3

lyl |z|
[z, y)| <
|f (z,9)] Vot Vet

7/3
<l el
SR v Yy

V22 = g (2,y) .
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Poiché g & una funzione continua, che vale 0 in (0,0), quindi tende a 0 per
(z,y) — (0,0), per il teorema del confronto

f(z,y) — 0 per (z,y) — (0,0)

Percio f & continua in (0,0).

b.
Z7/3 A 8f
= — = /3 S 1 ] —— =
f(z,0) 7] x*/° sgn (x), quindi o (0,0) = 0.
2 2
—ysmn (y .0
f0,y) = % ~ =y [yl*?, quindi o (0,0) =0.
1yl Oy

Percio f ¢ derivabile in (0,0), con V£ (0,0) = (0,0)
c. Per definizione f ¢ differenziabile nell’origine se e solo se:

f(z,y)

h(z,y) = ———= — 0 per (z,y) — (0,0).
() = 22 (2,) = (0,0)
Si ha: ( 2) .
ysin (3x —y°) + z/°cosy
h(z,y) =

Va2 +y2y/at + g2
Poiché |sint| < |¢| si ha:

ORI L ST
= VaZ+ 2zt g2 a2 g2t 2
_ I Blel+?) ja|""?

< +
Vai P [y Ve el

3|z 2 T 4/3
< |y|1/2 | | + y + |z|
lz[ [yl ||

= ly"* 3+ [y]) + [2|"/* = m (x,y).

perché m (z,y) & continua e nell’origine vale zero, per il teorema del confronto
h(z,y) — 0 per (z,y) — (0,0)
percio f ¢& differenziabile in (0,0).

5. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili

Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione (nel
dominio della funzione stessa, da determinare), studiarne la natura (cio¢ de-
cidere se sono punti di minimo, massimo, o sella).

f(z,y) = ylogy (4 — 7).

La funzione & definita per y > 0.
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fm = (4—2$)y10gy:0
{ fy = (logy +1) (4z — 22) =0

La prima equazione da x =2 o y = 1 (y = 0 non & accettabile).
La seconda equazione per x = 2 da

1
logy+1=0, quindi y = —;
e

pery =1da
2?2 — 42 =0, quindi z = 0,z = 4.

(2, i) ,(0,1),(4,1).

Calcoliamo la matrice hessiana.

I punti stazionari sono:

—2ylogy (logy + 1) (24 — 2z1)

Hf (@,y) = l(logy +1)(4—2x) 4”3%

Studiamo ora la natura dei punti stazionari:
1 2 0 : s
Hf(2,-)=|¢ definita positiva,
e 4e

1
(2, ) ¢ punto di minimo relativo.
e

Hf(0,1)= [2 g} indefinita,

(0,1) & punto di sella.

Hf(4,1) = [_04 _04] indefinita,

(4,1) & punto di sella.
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1. Equazioni differenziali del prim’ordine lineari
Risolvere il problema di Cauchy

{ /—%262‘1‘
y(1)=0

dopo aver determinato (a priori) Uintervallo pit ampio su cui ¢ definita la
soluzione.

Equazione lineare del prim’ordine a coefficienti continui per x # —1, poiché
la condizione iniziale & assegnata in = 1 la soluzione del problema sara definita

a(m):_xil :_1+%+1
A(z) = [a(z)de = —z +log|z + 1] = —z + log (z + 1) in (=1, +0c0) .

Integrale generale:

y(x) _ ezflog(erl) {c+/ew+log(x+l)62wdx}

. xejl {ch/eI(:rJrl)dm}

x

= xe_’_l{c—l—xel}.

Imponiamo la condizione iniziale y (1) = 0 e abbiamo

Ozg{c—l—e}
c=—e
y(z) = $6+1 {ze® — e} per z € (—1,+00).

2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

9y"” + 4y = 10e" " cos x.
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Per determinare una soluzione particolare dell’equazione completa, si richiede
di usare il metodo dell’esponenziale complesso.

Integrale generale dell’omogenea:

z (x) = ¢1 cos g:r + ¢ sin g:c
=C1 3 2 S1 3 .

Cerco una soluzione particolare dell’equazione completa col metodo di somiglianza.
Poiché ‘
10e~ cosz = Re (10690(*1“))

risolviamo prima 1’equazione
9w + 4w = 10e*(~1+9)
cercando una soluzione particolare del tipo
w (z) = Ae® (71
w' (z) = Ae™ 71D (=1 4 4)
w” (z) = Ae™ 1) (=1 44)? = Ae® (1D (—2)
Quindi:

Ae”(T1D L9 (=2) + 4} = 10e(71H)
5
29

5 N .
A= = o5 219 = = (2+99)

1
w(z) = IT; (2+97)e " (cosz + isinx)

7(z) = Re (117 (24 93) e~ (cosa + isin x))

1

=17¢ (2cosz —9sinx).

Integrale generale della completa:

2 /2 1, .
y(x) = 1 cos (396> + cosin (Sm) + 17¢ (2cosz —9sinz).
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3. Curve e integrali di linea

Si consideri I'arco di curva materiale omogenea - di massa m ed equazioni
parametriche:

T =rcost
y=rsint ¢ € [—2m, 27
z=ht

con r, h costanti positive. Calcolare il suo elemento d’arco, la sua lunghezza, il
suo momento d’inerzia rispetto all’asse x. [Attenzione: NON rispetto all’asse
z]. Semplificare 'espressione trovata.

r' (t) = (—rsint,rcost, h)
' (t)] = V2 + h?
ds = \/r2 + h2dt.
Lunghezza:

27
I(y) = V12 4+ h23dt = 4n\/r? 4+ h2.

Momento d’inerzia:

_ 2,2
I= (y* +2%) ds = 4ﬂm/ rslnt+ht)\/7‘2+h2dt

()
zﬁ/ (r?sin?t + B2 dt = ;( +h2(2§)>
(i)

4. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

y?Sha — 23 Chysin? z
$4+y2

f(-T,y): per (x,y)#(()’())’ f(0,0):O.
a. Stabilire se f & continua in (0,0).
b. Stabilire se f & derivabile in (0, 0) , calcolando in caso affermativo V f (0,0) .
c. Calcolare in base alla definizione le derivate direzionali D, f (0,0) per un
generico versore v= (cos#,sind). Vale la formula del gradiente?
Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

a. Poiché sin? z < 22 si ha:

y*[Sha| |al’Chy _ y*[Sha| |af Chy
1'4+y2 Z'4+y2 — y2 LII

|f (2, y)] < = |Shz|+|z|Chy — 0 per (z,y) —
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quindi per il teorema del confronto anche f (x,y) — 0 per (z,y) — (0,0), e f &
continua in (0,0).

b.
—x3sin’ z . Of
f(z,0)= —a ” —x, quindi Pz (0,0) = —1
£(0,) =0, quindi %fy" (0,0) = 0.

Percio f & derivabile, con Vf (0,0) = (—1,0).
c. Sia

t?sin? @ Sh (t cos §) — t* cos® @ Ch (¢ sin #) sin? (¢ cos 0)
t) = f(tcosf,tsinf) = .
9(t) = J(teosf,tsinf) t4cost @ + t2sin? @
Se sinfcosf # 0, per t — 0 &
t? sin? @ Sh ( cos §) ~ ¢ sin? @ cos §
—t3 cos® § Ch (t sin 0) sin? (¢ cos §) ~ —t* cos® 0

percio

3 sin® 6 cos 0
gt~ —5 =,
t?2sin” 0

D, f(0,0) =g’ (0) = cosb.

=tcosf, quindi

Se poi sinfcosf = 0, le derivate direzionali sono le derivate parziali gia
calcolate.
D’altro canto

V£(0,0)-v=(-1,0) - (cosf,sinf) = —cos @ per sinfcosf # 0,

percio non vale la formula del gradiente. (In particolare, certamente f non ¢
differenziabile in (0, 0)).

5. Massimi e minimi vincolati
Determinare massimi e minimi assoluti della funzione

fly)=a®—y°

soggetta al vincolo
202 + 4% = 1.

Si richiede di usare il metodo del moltiplicatore di Lagrange e non altri metod;.
Sia g (z,y) = 22 +y* — 1, poiché g ¢ C* (R?) e

Vg (m,y) = (4:13,2:1;) = (0’0) < ($,y) = (070)
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e ¢g(0,0) # 0, il vincolo non ha punti critici. Definiamo la lagrangiana
‘C(xayaA) = f($ay) 7)‘9(1'734) :xii 7y3 7A(2I2+y2 - 1)

e risolviamo il sistema

9L — 322 _Arx =0
3—%*—3 22y =0
oy Y y=
%:—(23:24—3/2—1):0
z(3x —4X) =0
—y(By+2X) =0

2e2 +9%2 =1

La prima equazione da x = 0 o0 3x — 4\ = 0, la seconda da y = 0 o 3y + 2.
Se x = 0 la terza equazione da y = +1. Se y = 0 la terza equazione da
T = :t%. Se xy # 0 le prime due danno il sistema

{ 3x =4\

3y = =2\
e dividendo membro a membro si trova £ = —%, cioe y = —%m che sostituita
nella terza da
2
x
20+ — =1
T+ 1
9 2
1.’1]2 = ].7 Xr = g
e quindi
1 1
V=5t = g

I punti stazionari liberi della Lagrangiana sono quindi:

(0,£1), <:|:\}§,0) ,+ (;,;)

Poiché il vincolo rappresenta un insieme chiuso e limitato del piano (ellisse),
per il teorema di Weierstrass massimo e minimo assoluto vincolato di f esistono
certamente, basta percio confrontare i valori di f in questi punti. Si ha:

f(@y) =2y

£(0,%1) = F1;
1 1
f <i\/§’0) RV

()25

(0,—1) & punto di massimo assoluto vincolato

pertanto:

(0,1) ¢ punto di minimo assoluto vincolato.
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