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Tema n°1 2
3
4
5
Tot

Cognome e nome (in stampatello)

codice persona (o n°di matricola)

n°d’ordine (v. elenco)

1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy

{ Y+ Y — 9%
xlogx
y(Ve) =1

e determinare a priori I'intervallo pitt ampio su cui ¢ definita la soluzione.

2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

4y" —12y" + 9y = 13 cos z.

3. Curve e integrali di linea
Sia v la curva piana espressa in forma polare da:

p = Re*? per 6 € [0,27],

con R,w costanti positive.

a. Calcolare ’elemento d’arco ds e scrivere le equazioni parametriche della
curva.

b. Calcolare la lunghezza dell’arco di curva.

c. Calcolare il centroide di 7.

Riportare chiaramente impostazione e calcoli, e semplificare le espressioni
trovate.




4. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

22— 3)?
Fam -4 ST e @ 2 0.0
0 per (z,y) = (0,0).

a. Stabilire se f & continua in (0,0).

b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0, 0) .
c. Stabilire se f ¢ differenziabile nell’origine.

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

5. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili

Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione (li-
mitandosi all’intervallo y € [0,27)), studiarne la natura (cioé decidere se
sono punti di minimo, massimo, o sella).

f(z,y) = (2° — 9) cosy + 3z.
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Tema n°2 2
3
4
5
Tot

Cognome e nome (in stampatello)

codice persona (o n°di matricola)

n°d’ordine (v. elenco)

1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy

,  logz
Y
Y (62) =2e

e determinare l'intervallo pitt ampio su cui é definita la soluzione, giustificando
I’affermazione.

2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

5y — 9y’ — 2y = 4e**.

3. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

2, 3\2
fla,y) = W per (z,y) # (0,0)

per (z,y) = (0,0).

a. Stabilire se f ¢ continua in (0,0).

b. Stabilire se f ¢ derivabile in (0, 0) , calcolando in caso affermativo V f (0,0) .

c. Calcolare in base alla definizione le derivate direzionali D, f (0,0) per un
generico versore v= (cos #,sin ). Vale la formula del gradiente?

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.




4. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili

Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione (li-
mitandosi all’intervallo = € (0, 7)), studiarne la natura (cioé decidere se sono
punti di minimo, massimo, o sella).

3
f(zy) = (y2 74) sinx + %

5. Funzione implicita
Dimostrare che I'equazione
f(z,y) =sin (zy?) — 2e~ (175 3logy =0

definisce implicitamente una e una sola funzione x = h(y) in un intorno di
yo = 1. Calcolare quindi A’ (1), semplificando I’espressione ottenuta.
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Cognome e nome (in stampatello)

codice persona (o n°di matricola)

n°d’ordine (v. elenco)

1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy

{ y + (5x +2)y = dwe™*®
y(0)=-%

determinando, prima di risolvere il problema, l’intervallo pitt ampio su cui &
definita la soluzione.

2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere 'integrale generale dell’equazione

y" — 4y + 20y = 1022 + 11z.

3. Curve e integrali di linea
Si consideri la curva piana v di equazione

r(t) = (Rcos®t, Rsin®t) per t € [0,7].

a. Calcolare il suo elemento d’arco, semplificando I'espressione ottenuta,
stabilire se la curva & regolare o regolare a tratti, determinando gli eventuali
punti singolari sulla curva.

b. Calcolare la lunghezza di v e il suo centroide.




4. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

“7 (1 +y)log® (1 + 22 + y?
f(z,y) = - (+yl4oiy(4+x ) per (z,y) # (0,0)

0 per (z,y) = (0,0).

a. Stabilire se f & continua in (0,0).

b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0, 0) .

c. Calcolare in base alla definizione le derivate direzionali D, f (0,0) per un
generico versore v= (cos f,sin#). Vale la formula del gradiente?

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

5. Massimi e minimi liberi

Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione (li-
mitandosi all’intervallo x € [0,27)), studiarne la natura (cio¢ decidere se
sono punti di minimo, massimo, o sella).

2
flzy) = (y+4)sin2$+y§-
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Tema n°4 2
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Cognome e nome (in stampatello)

codice persona (o n°di matricola)

n°d’ordine (v. elenco)

1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy

{ y' = 3¢ysinz
y(5)=-1

e determinare 'intervallo pitt ampio su cui & definita la soluzione, giustificando
I’affermazione.

2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

2y" + 3y’ — by = 2 “sin (27) .

Per la ricerca di una soluzione particolare dell’equazione completa é richiesto il
metodo dell’esponenziale complesso.

3. Curve e integrali di linea
Sia v I’arco di curva in R? di equazione parametrica

r(t) = (5cost,4sint,3t) pert € [O, g} .

Calcolare I'elemento d’arco ds e l'integrale di linea

/ xds.
~

Si richiede di riportare con cura impostazione e passaggi e semplificare il
risultato ottenuto.




4. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

(2> —y*) (z +y)
fla,y) = x2 + |yl
0

per (z,y) # (0,0)
per (z,y) = (0,0).

a. Stabilire se f & continua in (0,0).

b. Stabilire se f ¢ derivabile in (0, 0) , calcolando in caso affermativo V f (0,0) .
c. Stabilire se f ¢ differenziabile nell’origine.

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

5. Massimi e minimi vincolati
Determinare massimi e minimi assoluti della funzione

f(z,y) = 2%y

soggetta al vincolo
zt 4yt =0.

Si richiede di usare il metodo del moltiplicatore di Lagrange e non altri metod;.
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1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy

{ Yy + LA
zlogx
y(Ve)=1

e determinare a priori 'intervallo pitt ampio su cui ¢ definita la soluzione.

Equazione lineare del prim’ordine a coefficienti continui per z > 0,2 # 1,
poiché la condizione iniziale ¢ assegnata in & = y/e > 1 la soluzione del problema
sara definita in (1, 400).

a(m) = wl(}gw
Ax)= [ zl‘i’;ﬂ =log|log z| = log (log x) in (1,+00).

Integrale generale:

y(x) — e—log(logm) {c+/elog(logm)2xdx}

1
= {c+2/xlogwdw}.
log x

2 56'2

/xlogmdw =(.)= %logas— T

1 z? x?
y(x) = logz {C+2 (210gm— 4)}

c 9 1
= 1- .
logstrz ( 2logsc)

Imponiamo la condizione iniziale y (1/€) = 1 e abbiamo

1=2¢+0
1
c=—
2




2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

4y" —12y" + 9y = 13 cos z.

402 —1204+9=0

(20 —3)°=0,a ==

Integrale generale dell’omogenea:
z(x) = 2" (c1z 4 ¢c2).
Metodo di somiglianza, cerchiamo:

y(z) =acosz +bsinz

7 () = —asinx + bcos x

7' (x) = —acosx — bsinx

4(—acosx —bsinx) — 12 (—asinz + bcosz) + 9 (acosz + bsinz) = 13cosx
cosx (—4a — 12b + 9a) + sinx (—4b + 12a + 9b) = 13 cos

Sa—120=13 [ a=
12a4+5b=0
Soluzione particolare dell’equazione completa:

(2) 12 .
= — — —sinx.
Y (x 13 08T — 3 sinz

Integrale generale dell’equazione completa:

1
y(z) = 02 (c1x+co) + 3 (5cosx — 12sinx).

3. Curve e integrali di linea
Sia 7 la curva piana espressa in forma polare da:

p=Re*? per 6 € [0,2n],

con R,w costanti positive.
a. Calcolare I'elemento d’arco ds e scrivere le equazioni parametriche della

curva.
b. Calcolare la lunghezza dell’arco di curva.

c. Calcolare il centroide di 7.
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p/ — Rwew@

ds = \/p? + (p')°d0 = Re*? /1 + w2db.

Equazioni parametriche:

x = Re*? cosb
{ Y = Re“? sin 0 per 0 € [0,27].

b. Lunghezza:

27 o
1o)= [ds= [ ReNVIT R =RV [ etan
Y 0 0

6w9 2m e2w7r _ 1
e e e e e ]
w

c. Centroide:

0

1 / w 2 o 0
T =—— [ xds = Re“ cosOR e’ /1 + w2db
L) J5 RVI + w2 (e27 — 1) Jo

27
= L/ 2“9 cos 0d6.
@ =1 Jy

1 w 27
= — [ yds = Re*?sin0Re“?\/1 + w2df
ve L(7) Ly RV1 4 w? (e?wm — 1) /0
Rw

27
= 7/ €299 sin 6d6.
) Jo

(e2w7r -1

Per calcolare entrambi gli integrali, calcoliamo

27

27 b 0 1 ef(2w+1) _ edmw _ 1
e““edl) = | —— =———
o (2w +1) |, (2w + 1)
2w —1
_ ATw L=
=( ) T
Quindi
Rw 2 )
— -R 2wo 10d9
T 7(62“’” .y e </0 e““e
Rw 2w 2w?

drw —
 (e2om — 1) (c )4w2+1 4w2—|—1(

Rw 2 .
_ .1 2wl i6
Yo 7(62""” ) m (/0 e“e dG)

Rw Tw (_1) w W
T (e —1) (=) gr g = e TR

e*" +1) R.
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Centroide:

2w? 9 w 9

W 1 o W 1 )

(i @+ )R- (@7 1) )

4. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

2?2 — 4P 2

f(z,y) = (3:2—|—y4) per (z,y) # (0,0)

0 per (z,y) = (0,0).

a. Stabilire se f & continua in (0,0).

b. Stabilire se f ¢ derivabilein (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0, 0) .
c. Stabilire se f e differenziabile nell’origine.

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

Q.

B |x4—2x2y3+y6’ _ :L‘4 2$2 |y|3 y6

\f(x,y)| = 22 £yt = 22 4yt 22 + yt x2 + yt

6
Y
+ =

y4

2 22y

S5t =2? +2y|> +y* — 0 per (z,y) — (0,0).

22
Per il criterio del confronto, f (z,y) — 0 per (z,y) — (0,0), percio f ¢ continua

in (0,0).
b.

2 2
f(2,0) = (22 — 22, quindi % (0,0) = 0.
(), af
f(0,y) = " fy,qumdla—y(o,O)fo.

Percio f & derivabile in (0,0), con Vf(0,0) = (0,0).
¢.  Verifichiamo se f & differenziabile in (0,0). Essendo f(0,0) = 0 e
V£ (0,0) = (0,0) questo & equivalente al fatto che

Sy — 0 per (z,y) — (0,0).
Nean
If (z,y)] |2t = 207 + o)
e R RN
- a R el ] y°
S EVETE @ VETE G T
at 2y f

= = |z +2y* + |y| — 0 per (z,y) — (0,0).

< - -
R AN

12



f(zy)

Per il criterio del confronto,
x24y?

ziabile in (0, 0).

— 0 per (z,y) — (0,0), percio f ¢& differen-

5. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili

Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione (lim-
itandosi all’intervallo y € [0, 27)), studiarne la natura (cio¢ decidere se sono
punti di minimo, massimo, o sella).

f(z,y) = (2° — 9) cosy + 3z.

fz=2xcosy+3=0
fy:—($2—9)siny:0

La seconda equazione da (per y € [0, 27))
T = 43 oppure y =0,y = 7.
Se x = 43 la prima equazione da
+6cosy+3=0
1
cosy = F—.
Y :F2
Quindi si trovano i punti stazionari:
2 4 m 5
3) o ) 37 o ) (_3a 7) ) _37 o .
(437) (57) (55 (57)
Se invece y = 0 la prima equazione da
3
2 3=0,z=—-
x + , T 5
Se y = 7w la prima equazione da
3
-2 3=0,z=—.
T + , T 5
Quindi si trovano gli ulteriori punti stazionari
3 3
(-39)-(G=):

In definitiva i punti stazionari di cui é richiesto lo studio (in quanto y €
[0,27)) sono:

(3, §w> , <3, §w> , (—3, g) : (—3, §w> , <—2,0> , (‘;%) .

13



Calcoliamo la matrice hessiana.

foe = 2co0sy
foy = —2xsiny

fyy = — (ac2 — 9) cosy

2cosy —2xsiny

2

Hf (z,y) = |:_2$Siny — (#% = 9) cosy

Studiamo ora la natura dei punti stazionari:
Hf|3 27r | 7l 733 indefinita, punto di sella
'37) T 1-3v3 o0 P '

4 -1 3v3| . . .
Hf (3, 37r> = [ 3 ﬂ indefinita, punto di sella.

™

1 —3V3| . . .
Hf (73, g) = [_ V3 Oq indefinita, punto di sella.

5 1 —-3v3| . . .
Hf <—3, 37r> = [_3\/3 Oq indefinita, punto di sella.

3

Hf <—2, 0) = [(2) 98 9} definita positiva, punto di minimo
1

0

3 _
Hf (2,7T> = [ 02 9 9] definita negativa, punto di massimo

14
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1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy

,  logz

e determinare 'intervallo piti ampio su cui & definita la soluzione, giustificando
I’affermazione.

Equazione a variabili separabili, il secondo membro ha senso per x > 0
(e y # 0) la condizione iniziale & assegnata in e?, quindi x deve variare al
pit nell’intervallo (0,400) (cio¢: Dintervallo pitt ampio su cui sara definita la
soluzione sara (0, +00) o contenuto in questo).

Non ci sono soluzioni costanti dell’equazione. Risolviamo:

/ydy = /log xdx
y?
?:x(logxfl)+c.

Imponiamo la condizione iniziale y (62) =/2e:

e? =e?+ c,
c=0
e la soluzione del problema ¢é definita implicitamente dall’equazione
y; =z (logz — 1)
y =22z (logz — 1)
Ma poiché y (e?) = e dobbiamo scegliere il segno positivo,
y=+/2z (logx — 1)

che risulta ben definita e continua per x > e, ma derivabile per x > e. Questo ¢
Iintervallo massimale su cui ¢ definita la soluzione.

15



2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

5y — 9y’ — 2y = 4e**.

502 —9a—2=0

a9i\/81+409ill{ 2
a 10 10

(S

Integrale generale dell’omogenea:
_ 2x —-£
z(x) = c1* + cqe” 5.
Soluzione particolare dell’equazione completa. Osservo che il termine noto
¢ soluzione dell’equazione omogenea. Percio in base al metodo di somiglianza,

cerco

‘T

®

~—
[
N

y 621
7 (z) = ae®® (2z + 1)
7' (x) = ae*” (4o + 4)

ae** {5 (4x +4) — 92z + 1) — 22} = 4e**
4

lla =4,a = —.
a ,a 11

Una soluzione particolare dell’equazione completa & allora

4
7(x) = ﬁehac

e l'integrale generale dell’equazione completa é:

_z
5.

4
y(x) = ﬁe%x + 1% + cpe

3. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

ylyl (22 — %)
fla,y) = M per (z,y) # (0,0)
0 per (x7y) = (070)

a. Stabilire se f & continua in (0,0).
b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0,0) .

16



c. Calcolare in base alla definizione le derivate direzionali D, f (0,0) per un
generico versore v= (cos#,sin ). Vale la formula del gradiente?
Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

a.
2 2 (.4 21,3 6
Flag) = L) (2t + 227 " +4°)
’ |+t lyl ~ at |z + vt |y
5
aty? 222 |y| y®

=fi+ fo+ fs.

= -
el +ytlyl etz +ytlyl 2t a4yt Yl

Le funzioni f1, fo, f3 sono continue fuori dall’origine e positivamente omogenee di
grado, rispettivamente, 1,2, 3, percid tendono a zero per (z,y) — (0,0). Quindi
per il teorema del confronto f (x,y) — 0 per (z,y) — (0,0), e f & continua in

(0,0).
b.
f(z,0) =0, quindi % (0,0) =0
7
y' |yl 3 ... Of
f0,y) = =y°, quindi = (0,0) = 0.
9= ] 5y 0
Percio f & derivabile, con V f(0,0) = (0,0).
c. Sia
() = f (tcosf, tsinf) t[t|sin 0 [sin ] (¢2 cos? § — ¢3 sin® 0)2
= f(tcosf,tsinf) = , -
g t4]t| (cos* @ |cos 0] + sin” 0 [sin 4]
_ sinf|sin 0] (¢2 cos? 6 — t3 sin® 0)2
t3 (cos* @ |cos O] + sin” 0 [sin 4])
Per t — 0,

(t2 cos? 0 — t3 sin® 9) ~ t? cos? § purché cosf # 0.
In questo caso (cosf # 0),

sin 6 [sin 0] (¢* cos? 0) ? B sin @ |sin 0| cos* 0

t3 (cos? 0 |cos 0] +sin® 0 [sin0])  cos* @ |cos 0] + sin”  [sin 6

g(t) =

quindi
sin 6 |sin 6] cos 6

cost 0 |cos 6] + sin® 0 |sin 0|

Dgf (an) = g/ (O) =
Se cosf =0, pert — 0

t0sin” 6 |sin 0
g(t)= sin 6]

= =t3sin 0.
t3 (sin® 0 [sin 6)])

17



quindi
Dy f(0,0) =g'(0) =0.

D’altro canto
Vf(0,0)-v=1(0,0)- (cosf,sinf) = 0 per ogni 6,

percio non vale la formula del gradiente. (In particolare, certamente f non ¢
differenziabile in (0, 0)).

4. Massimi e minimi liberi per funzioni di due variabili
Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione (lim-
itandosi all’intervallo z € (0, 7)), studiarne la natura (cioé decidere se sono
punti di minimo, massimo, o sella).
3

f(zy) = (y2 —4) sinx + %

fo=(y*—4)cosz =0
fy:2ysinm+%:0

La prima equazione da (per z € [0,27))

3

Yy =22 oppure x = —,x = 571'.

e

Se y = £2 la seconda equazione da

+4sinx+2=0
. 1
sinx = F-.
3

Quindi si trovano i punti stazionari:

() (302)-G9- (229

Se invece x = 5 la seconda equazione da

Y2
2y+5:0,y:00y:—4

Sexz = %ﬂ' la seconda equazione da

Y2
—2y+?:0,y:00y=4.

Quindi si trovano gli ulteriori punti stazionari
T T 3 3
770),<7a_4) 5 ,O | 5 74
( 2 2 2" 2"

18



In definitiva i punti stazionari di cui é richiesto lo studio (in quanto z €

(0, 7)) sono: -
(52 <6”’ ‘2> (59 (5:-1)

Calcoliamo la matrice hessiana.

foe = — (y2 — 4) sinz
foy = 2ycoszT

fyy =2sinz+y
2 .
. —(y —4)s1na: 2y cosx
Hf(z,y) = [ 2y cos 281nz+y}

Studiamo ora la natura dei punti stazionari:
™ 0 —2vV3| . . .
Hf (67_2) = [_2\/§ _ﬂ indefinita, punto di sella.

Hf (ZF’ _2> = [2\0/5 Qﬂ indefinita, punto di sella.

(5

{3 (2)] definita positiva, punto di minimo

Hf (g, —4) = {012 _02} definita negativa, punto di massimo

5. Funzione implicita
Dimostrare che I’equazione

f(z,y) = sin (zy®) — 21’1 4 3logy =0

definisce implicitamente una e una sola funzione x = h(y) in un intorno di
yo = 1. Calcolare quindi A’ (1), semplificando Pespressione ottenuta.

La funzione ¢ C* (R x (0, +00)).
f(0,1) =sinz — 22 = 0 per x = 0.

Quindi zg = 0.

of Y
o (z,y) = y* cos (myQ) —2¢~ (=1
of
ox

(0,1)=1-2=—1+#0.

19



Poiché f € C' (R x (0,4+00)), f(0,1) =0e % (0,1) # 0, V’equazione f (z,y) =
0 definisce implicitamente una e una sola funzione z = h (y), C!, in un intorno
di yo = 1. Si ha:

% (z,y) = 2yzcos (zy®) +4(y — 1) e~ =17 4 3
af 7
97 (0,1
B (1) gg( D8
5(0,1) -1

20
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1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy

{ y + (5x 4 2)y = dae 2"
y(0)=—3%

determinando, prima di risolvere il problema, l'intervallo pitt ampio su cui &
definita la soluzione.

Equazione lineare del prim’ordine a coefficienti continui in tutto R, percio
la soluzione del problema sara definita in tutto R.

a(x) =5z +2

A(z) :/(5:c+2)da? = ga:2+2x.
Integrale generale:
y(z) = e 4@ {c + /eA(”)lee_zwdx}
— ¢~ (§2+20) {ch/egIz*%élxe%dx}

_ o (3ar420) {C+4 / xdx}

_ e_(gw2+2x) {C+ :egmz} _ Ce_(gx2+2x> + %e—Q.’E.

Imponiamo la condizione iniziale y (0) = —g e abbiamo
6 n 4
4=
5 5
c=-2
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2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

y" — 4y + 20y = 1022 + 11z.

o> —4a+20=0
o =2+ 44.

Integrale generale dell’omogenea:

2 (z) = €2 (cy cos (4z) + co sin (4x)) .

Metodo di somiglianza. Cerchiamo una soluzione particolare del tipo:

7 (x) = az® + bz +c,
Yy (z) =2azx +b
v’ (z) = 2a.

2a — 4 (2az + b) + 20 (az® + bz + ¢) = 102” + 11z.

20a = 10 a=13
—8a 4 20b = 11 206 =15,b =2
20 —4b+20c=0 | 1-3+420c=0,c= 15
Quindi una soluzione particolare dell’eqauzione completa é:
oy 153 1
A R T

e 'integrale generale dell’equazione é:

1 3 1 "
y(z) = §x2 tirt gt e*" (c1 cos (4z) + ¢z sin (42))

3. Curve e integrali di linea
Si consideri la curva piana v di equazione

r(t) = (Rcos®t, Rsin®t) per t € [0,7].
a. Calcolare il suo elemento d’arco, semplificando ’espressione ottenuta,

stabilire se la curva & regolare o regolare a tratti, determinando gli eventuali
punti singolari sulla curva.

b. Calcolare la lunghezza di v e il suo centroide.

Q.

v’ (t) = (—3Rcos® tsint, 3Rsin’ t cost) = 3Rsint cost (— cost,sint).
|r’ (t)] = 3R |sintcost| = 3Rsint |cost| per t € [0,7].
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La curva & regolare purché sint cost # 0, quindi per ¢ # 0, 7,

della curva sono:

m. I punti singolari

(R,0),(0,R),(—R,0).
b.

.9 ,qm/2
t
sin } _3R

™ w/2
l('y):/ds:/ 3Rsint|cost|dt:6R/ sintcostdtzGR[
0% 0 0 0

Il centroide ha coordinate
1 ™
To = — / xds = —/ Rcos® t3Rsint |cost|dt = 0 per simmetria.
¥ ! (7) 0
1

1 T .
Yo = —/yds = —/ Rsin” t3Rsint |cost| dt
l(’y) v 3R 0 ‘ ‘

= -R.
o 5

w/2 . 5t /2 2
—92R / sin ¢ costdt = 2R {Sm }
0

Il centroide ¢ C' = (0, %R)

4. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

-z (1 log? (1 2 2
Fap={ +ylfi;4+x ) e (@) £ 0.0)

0 per (z,y) = (0,0).

a. Stabilire se f & continua in (0,0).

b. Stabilire se f & derivabile in (0,0), calcolando in caso affermativo V f (0,0) .

c. Calcolare in base alla definizione le derivate direzionali D, f (0,0) per un
generico versore v= (cosd,sin#). Vale la formula del gradiente?

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

a. Notiamo che, dal grafico di log (1 + ¢) per t > 0 leggiamo:

0<log(1+m2+y2) <az? 4y

quindi
a 2
Flogl < HETATM ) e 1 9?)
’ — I4 + y4 374 + y4
dove: )
2l (= + )
g(z,y) = W
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¢ positivamente omogenea di grado 1 e continua fuori dall’origine, quindi g (z,y) —
0 per (z,y) — (0,0), mentre e~* (1 + |y|) ¢ una funzione continua. Percid per
il teorema del confronto

f(z,y) = 0 per (z,y)— (0,0),

ed f & continua.
b.
ze "log” (1+2%) b

_ - ... Of B
f(z,0) = o0 ~ AT qulndl%(0,0)fl

f(0,y) =0, quindi % (0,0) =0.

Percio f ¢ derivabile, con Vf(0,0) = (1,0).
c. Sia
tcosfets9 (1 4 tsin0)log® (1 + 2)
t4 (cos* 0 + sin” 9)
tcos@ - t* cos 6

~ t4 (c0s4 0 + sin* 9) - cos* 0 + sin* 0

g(t) = f(tcosh,tsinh) =

(per cosf # 0). Quindi

cos 6 17— se cosf # 0.

D,f(0,0)=¢ (0) = ——M—
wf (0,0) = g°(0) cos? f 4 sin* 0

Se poi cosf = 0 si ha
g(t)=0
quindi
Dy f(0,0)=4¢'(0)=0
Percio in ogni caso & vero che

cos

Dy f(0,0) = — <7
wf(0,0) cos* 0 4 sin 0

D’altro canto
V£(0,0)-v=(1,0)- (cosd,sinf) = cosd # D, f (0,0)

(le due espressioni non sono identicamente uguali) percid non vale la formula
del gradiente. (In particolare, certamente f non ¢é differenziabile in (0,0)).

5. Massimi e minimi liberi

Dopo aver determinato tutti i punti stazionari della seguente funzione (lim-
itandosi all’intervallo z € [0, 27)), studiarne la natura (cio¢ decidere se sono
punti di minimo, massimo, o sella).

2
[@y) = (y+Dsin e+ L
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fo=(W+4)2sinzcosz = (y+4)sin2x =0
fy:sinzm—i—%:()

La prima equazione da (per z € [0,27))

T 3
y = —4 oppure z =0, 5,%, 577.
Se y = —4 la seconda equazione da
sin®z =1
T 3
T=—,r=—m.
2 2

Quindi si trovano i punti stazionari:

()

Se x = 0,z = 7 la seconda equazione da
y=0.
Quindi si trovano gli ulteriori punti stazionari
(0,0), (m,0).

Sex=5,x= %w la seconda equazione da

Y
+4 , Y

(che da due punti gia trovati).
In definitiva © punti stazionari di cui é richiesto lo studio (in quanto z €

[0,27)) sono:
(5:-9). (37 -1) . 0.0).(m0.

Calcoliamo la matrice hessiana.

fo=(y+4)2sinzcosz = (y+4)sin2z =0
fy=sinz+¥%=0

Sz =2 (cos2x) (y +4)

foy =sin2zx

1 1
fyy = 2sinz cosx + 1 =sin2x + 1

2 (cos2x) (y +4) sin 2z

Hf (2,y) = sin 2z sin 2z + %
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Studiamo ora la natura dei punti stazionari:

71' 0 0 .
Hf (5, —4) = {0 }J caso dubbio.
Hf §71', —4 | = 0 (1) caso dubbio.
2 0 7
Hf(0,0) = [g ?} definita positiva, punto di minimo
1
Hf (r,0) = [g (1)} definita positiva, punto di minimo
1

Studiamo i casi dubbi.

2
flay) = (y+4)sine+ L.

(G =2 8
)=

(f —4+h

4+h)

cambia segno per h in un intorno di 0, punto di sella.

f(2rms) >
(=4 + h)?

3
Sr,—4 —he T
f(27r, —|—h> h+ 3 )

stesso comportamento, punto di sella.

26



Prima prova in itinere di Analisi Matematica 2
Ingegneria Elettronica. Politecnico di Milano
A.A.2024/2025. Prof. M. Bramanti
Svolgimento Tema n°4

&

S. Punti

o o Mo |
|| oo

Tot. | 33

1. Equazioni differenziali del prim’ordine
Risolvere il problema di Cauchy

{ y = 3ysinz
y(5) =1

e determinare 'intervallo piti ampio su cui & definita la soluzione, giustificando
I’affermazione.

Equazione a variabili separabili. Soluzione costante dell’equazione ¢ y = 0,
che non risolve il problema. Il secondo membro dell’equazione ha senso per ogni

x (e ogni y).
Risolviamo:
dy
= 1 d
/ 597 sin xdx

1 2 n
—y3 = —cosx + c.
29

Imponiamo la condizione iniziale y (%) =—1

S e
2— B Cc,C=

e la soluzione del problema ¢ definita implicitamente dall’equazione

2
y3s =1—cosx

N | =

e tenendo conto che in un intorno di » = % la y (z) dev’essere negativa, si ha:

W

y=—[2(1 - cosx)]

per z € R (Pesponente 3/2 > 1 rende derivabile la funzione anche quando
(1 —cosz) =0).
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2. Equazioni differenziali del second’ordine
Scrivere l'integrale generale dell’equazione

2y" + 3y’ — by = 2e " sin (27) .

Per la ricerca di una soluzione particolare della completa ¢& richiesto il metodo
dell’esponenziale complesso.

202 +3a—-5=0
(a—1)(2a+5)=0

Integrale generale dell’omogenea:
z(x) =c1e” + coe” 37,
Osservando che
2e™ % sin (22) = Im (Zem(_l"'m)) ,

cerco prima una soluzione particolare dell’equazione

2w + 3w’ — 5w = 21420
col metodo di somiglianza:

— Aew(71+2i)

W (z) = A (=14 2i) e®(T1+2)
W' (z) = A(—1+2i) " (-1420)

g
&
i

A 1420 {9 (14 20)” 4 3(=1420) — 5} = 26771420
A{2(~3—4i)—3+6i—5} =2
A(~14—2i) =2
R

A: - =
—7—1 50

x

w(z) = %eaj(*lwi) = 65—() (—=741)(cos2x +isin2z).

Una soluzione particolare dell’equazione di partenza ¢ allora
—x

7(z) = Im (W (z)) = 6570 (—7sin 2z + cos 2z) .
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Integrale generale della completa:

—

(&

=0 (—7sin 2z 4 cos 2x) + c1€” + chfgx.

y(z) =

3. Curve e integrali di linea
Sia vy I’arco di curva in R? di equazione parametrica

r(t) = (bcost,4sint,3t) per t € [O, g} .

Calcolare I’elemento d’arco ds e l'integrale di linea

/ xds.
~

Si richiede di riportare con cura impostazione e passaggi e semplificare il
risultato ottenuto.

r’ (t) = (=5sint,4cost,3)

I’ (¢)] = V/25sin ¢ + 16 cos2 ¢ + 9.

ds = /25 sin% ¢ + 16 cos? t + 9dt.

3 2 2
/xds:/ 5cost\/25sin t+ 16 (1fsin t)+9dt
o 0

z
:5/ costV/ 9sin? t + 25dt
0

sint =u

1 1
/ 25
=5/ \/9u2+25dt:15/ u2+§dt
0 0

[u = gShv;du = gChvdv}

SettSh 2 SettSh 2
85 5 25 :
= 15/ Z Chv= Chodv = 15- — (Chv)?® dv
) 3713 9 Jo
125 [v 4+ Sho Cho]%h 8 195 3 3 3\2
= 222 |UTIUAY = 22 [ SettSh 2 + 24f1+ (2
3 [ 2 L I G (R N

125 3 3 125 3 5
- <SettSh =+ 25@) = SettSh =+ 5%’74.
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4. Continuita e differenziabilita per funzioni di due variabili
Si consideri la funzione:

fzy) = . ;2y+)(yg|c3+y) per (z,y) # (0,0)

0 per (z,y) = (0,0).

a. Stabilire se f ¢ continua in (0,0).

b. Stabilire se f & derivabile in (0, 0) , calcolando in caso affermativo V f (0,0) .
c. Stabilire se f ¢ differenziabile nell’origine.

Tutte le affermazioni vanno opportunamente giustificate.

Q.

$2+y4 2 4

M,(IxHyl){ z 4+ }<|x|+y|>

|f (z,y)]
22 4y’ @+ |yl

{jﬁ y|3}<|x|+y|> — (14 lyl) (Je] + IyD) — 0 per (z,) — (0,0).

ly

Per il teorema del confronto, f — 0 per (z,y) — (0,0), quindi f & continua in

(0,0).
b.
f( 0)—$—3— 'd'g(OO)—l
z,0) = — =, quindi >-(0,0) =1.
Ly 9
f(0,y) = y3 = —y|y|, quindi —f(0,0) =0.
lyl %

Percio f & derivabile in (0,0), con V£ (0,0) = (1,0)
c. Per definizione f & differenziabile nell’origine se e solo se:

f(.’L',y)—ZC
Ve

h(z,y) = — O per (z,y) = (0,0).

Si ha:

I2— 4 x

(%w —r (@ =y @ry) -z (2?4l
h(z,y) = ‘ =

Va? 4y (22 + 1) Va?+ 7

3 3
_—ayt ety gt -2t —aly eyt ety -y -yl
(22 +1yP°) Va?+ 372 (22 +1P°) Va7 + 2
— 95 3 _ 3 3 1
h(z,z) = v -zl a per z — 0F.

~ I
(m2 + |$|3) Va2 a? el V2 V2

Pertanto h (x,y) non tende a zero per (x,y) — (0,0), percio f non ¢é differenzi-
abile in (0,0).
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5. Massimi e minimi vincolati
Determinare massimi e minimi assoluti della funzione

f(z,y) =2y

soggetta al vincolo
t+yt=0.

Si richiede di usare il metodo del moltiplicatore di Lagrange e non altri metodi.
Sia g (z,y) = z* + y* — 9, poiché¢ g ¢ C* (R?) e
Vg (z,y) = (42°,4y°) = (0,0) & (z,y) = (0,0)
e ¢g(0,0) # 0, il vincolo non ha punti critici. Definiamo la lagrangiana
L,y = f(z.y) = Ag (z,y) = 2%y’ = A (2" +y* ~9)

e risolviamo il sistema

9L — 9pyd — 4Nz =0 z (y® —2Xa?) =0
BE _ 3,22 gy — 0 2 (322 — dhy) =0
o y y y? (3= y) =

Se dalla 1% equazione x = 0, la 3¢ da y* = 9,y = £v/3.
Se dalla 2% equazione y = 0, la 3* da z* = 9,2 = +/3.
Se xy # 0 il sistema diventa

Y3 = 2Xz?
322 = 4y
$4 + y4 =9

e dividendo la seconda per la prima (A # 0 altrimenti si ritrova x = y = 0) si ha

2y 3a? 4 4 43 4
ﬁ:?72y :3x7y:§xa

che sostituita nella 3% equazione da

18 18
4 4 4 4
Zxt=9 = =44 =
xr + —x , X 57.7; 5
3 318 27 27
4 4 4
= = = —-—— = +4/ —.
4 2 25 57y 5

Percio i punti stazionari della lagrangiana sono
18 ,/27 18 27
+ 3,0),(0,j: 3>,i Ry Rt I ) S e
( V3 V3 5 5 5 5
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Poiché il vincolo rappresenta un insieme chiuso e limitato del piano, per
il teorema di Weierstrass massimo e minimo assoluto vincolato di f esistono
certamente, basta percio confrontare i valori di f in questi 4 punti. Si ha:

f(@,y) =%y’

pertanto:

/18 27 /18 /27
\—, </> .| =14/ =, /=] sono punti di massimo assoluti vincolati
5 5 5 5
1 2 1 2
<\4/ ?, - \4/ 57> , <— \4/ ES, — \4/ ;) sono punti di minimo assoluti vincolati.
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