Seconda prova in itinere di Analisi Matematica 2

Ingegneria Elettronica. Politecnico di Milano Es. | Punti
A.A. 2021/2022. Prof. M. Bramanti 1
Tema n°1 2
3
4
5
Tot.

Cognome e nome (in stampatello)

codice persona (o n°di matricola)

n°d’ordine (v. elenco)

//xe Ydxdy

dove T' ¢ il triangolo di vertici (0,—1),(2,1),(—=2,0). Si raccomanda di fare una figura,
scrivere la rappresentazione analitica di T' e prestare cura nell’ impostazione.

1. Calcolare 'integrale doppio

2. Calcolare la massa totale dell’ellissoide non omogeneo espresso analiticamente da

332 y2 22

avente densita

L
d(z,y,2) = pETER (x2 + 7+ z2)

(dove con a,b,c > 0 e u > 0 sono costanti con le dimensioni di una lunghezza e di una massa,
rispettivamente). Si richiede di usare le coordinate ellissoidali:

x = apsin ¢ cos 6
y = bpsin ¢sin 6
Z = cpcos ¢

3. Si consideri il campo vettoriale

(yz, 2z, zy)
F(z,y,2)= 2Pt

a. Si calcoli il rotore di F. Riportare impostazione e calcoli, e semplificare il pit possibile
I’espressione trovata.

b. Si calcoli il flusso di V x F attraverso la semisfera di centro l'origine e raggio 1 contenuta
nel semispazio z > 0, orientata verso 'alto.



4. Sia X la superficie conica di raggio R, altezza 2R, vertice I'origine e asse z come asse di
simmetria e supponiamo che sia una superficie materiale non omogenea avente densita
2% + 22

R4

0 (SC Y,z ) = 12

dove 1+ > 0 ha le dimensioni di una massa.

a. Scrivere le equazioni parametriche di ¥ e calcolare il suo elemento d’area (si consiglia di
scriverla come superficie di rotazione di un opportuno segmento).

b. Calcolare il momento d’inerzia di ¥ rispetto all’asse z. Riportare impostazione e passaggi,
e riscrivere il risultato ottenuto nella forma il pit possibile semplificata.

5. Si consideri la funzione 4-periodica definita in [0, 2] da

[ 1perzel0,1]
f(x)—{ 2 —x perzx € [l,2]

e riflessa pari in [—2,0] .

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa é possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa ¢é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, semplificare opportunamente I’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.



Seconda prova in itinere di Analisi Matematica 2

Ingegneria Elettronica. Politecnico di Milano Es. | Punti
A.A. 2021/2022. Prof. M. Bramanti 1
Tema n°2 2
3
4
5
Tot.

Cognome e nome (in stampatello)

codice persona (o n°di matricola)

n°d’ordine (v. elenco)

1. Detta €2 la lamina materiale omogenea di massa m contornata dalla curva del piano xy
avente equazione polare:

p = Rvsind, 0 € [0, 7]

con R > 0 fissato, calcolare I'area della lamina €2 e il suo momento d’inerzia rispetto all’asse
x. Riportare impostazione e passaggi.

2. Calcolare la coordinata x del centroide del solido omogeneo () descritto analiticamente

2

h R
QZ{(.TE,:I/,Z):ZG |:Oa§:| ,$2+y2§ﬁ(h—2)2,x20}

con R, h > 0 costanti. (Per il calcolo del volume, cercare di riconoscere di che solido si tratta
e non utilizzare integrali).

3. Si consideri il campo vettoriale piano
F(x,y) = <2:1:e_y2_22, —2y (:B2 + 22) e_y2_z2, 2ze V' (1 — 2% — 22)) )

a. Dopo aver verificato se ¢ irrotazionale nel suo insieme di definizione, stabilire se & conser-
vativo nel suo insieme di definizione e calcolare in tal caso un potenziale.
b. Quindi, calcolare il lavoro del campo lungo ’arco di curva ~:

r(t) = (t,tcost,tsint), pert € [0,27].



4. Sia ¥ la superficie ottenuta facendo ruotare attorno all’asse z la curva ~ che nel piano zz
ha equazione

z=+/z perx €[0,2].

Dopo aver scritto le equazioni parametriche di v e di ¥, ’elemento d’area di X, e aver
individuato gli eventuali punti singolari della superficie, calcolare I'integrale

/] las

5. Si consideri la curva piana 7y di equazioni parametriche
r(t) = (5cost — sin (4t) ,5sint — cos (4t)) per t € [0, 27] .

Dopo aver verificato analiticamente che si tratta di un arco di curva regolare e chiuso,
utilizzando le formule di Gauss-Green calcolare ’area della regione piana contornata da ~.
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Ingegneria Elettronica. Politecnico di Milano Es. | Punti
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Tema n°3 2
3
4
5
Tot.

Cognome e nome (in stampatello)

codice persona (o n°di matricola)

n°d’ordine (v. elenco)

/ / ly] dedy

dove T' ¢ il triangolo di vertici (0,—1),(2,1),(—=2,0). Si raccomanda di fare una figura,
scrivere la rappresentazione analitica di T' e prestare cura nell’ impostazione.

1. Calcolare 'integrale doppio

2. Calcolare la coordinata z del baricentro del solido non omogeneo espresso analiticamente
da

T Yy 22
Q:{(*’Eu?ﬁz)‘?—}_ﬁ—i_c <1Z>O}
avente densita L 9 o9 . 9
5(x,y,z)=a2b26 (2* +y* +27)

(dove con a,b,c > 0 e > 0 sono costanti con le dimensioni di una lunghezza e di una massa,
. . . 2,12 . .
rispettivamente), sapendo che la massa totale & m = 7w <M> Si richiede di usare

le coordinate ellissoidali:
x = apsin ¢ cos 6
y = bpsin ¢sinf
Z = cpcos ¢

3. Si calcoli il lavoro del campo vettoriale

(— y,ﬂf z)

lungo I’arco di curva v di equazioni parametriche

7

r(t) = (acost,asint,2at) pert € [O, -

con a > 0 costante. Riportare impostazione e calcoli, e semplificare il risultato ottenuto.



4. Sia ¥ la superficie generata dalla rotazione attorno all’asse z della curva ~ che nel piano
xz ha equazioni parametriche
r = Rt?
(228 e

con R > 0 costante.
a. Scrivere le equazioni parametriche di 3, ’elemento d’area di 3, e determinare gli eventuali
punti singolari di X.
b. Calcolare ’area di . Riportare impostazione e passaggi.
5. Si calcoli il flusso del campo vettoriale
F= (CC) Y, Z2)
attraverso la superficie ¥ grafico della funzione

y=e @Y perx2—i-y2 §R2,x20,y20

orientata verso ’alto (cioé con la componente z del vettore normale positiva). Riportare con
cura impostazione e passaggi.
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3
4
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Cognome e nome (in stampatello)

codice persona (o n°di matricola)

n°d’ordine (v. elenco)

1. Detta €2 la lamina materiale omogenea di massa m contornata dalla curva del piano xy
avente equazione polare:

p = Rvsind, 0 € [0, 7]

con R > 0 fissato, calcolare I'area della lamina €2 e il suo momento d’inerzia rispetto all’asse
y. Riportare impostazione e passaggs.

2. Calcolare la coordinata z del centroide del solido omogeneo €) descritto analiticamente da

2

h
Q:{(az,y,z):ze [0,5] ,x2+y2§%(h—z)2,x20}

con R, h > 0 costanti. (Per il calcolo del volume, cercare di riconoscere di che solido si tratta
e non utilizzare integrali).

3. Si calcoli il lavoro del campo vettoriale piano

E — (y2’ “32_?/)

lungo 'arco di curva - grafico della funzione
2
Y= —perzxe&c [\4/3, \4/12} .
x

Riportare l'impostazione e i calcoli, e semplificare il risultato ottenuto.



4. Si consideri la superficie materiale omogenea, di massa m, semisferica, di equazioni
parametriche
x = Rsin ¢ cosf .
Y :< y= Rsin¢gsinf ¢ € [0,—],96[0,27r]
2
z = Rcos ¢.

(con R > 0 costante). Calcolare il suo momento d’inerzia rispetto all’asse y [attenzione:
NON rispetto all’asse z] e il suo centroide (sfruttando le simmetrie).

5. Si consideri la funzione 6-periodica definita in [0, 3] da

[ 1perzel0,2]
f(x)—{ 3 —x per z € [2,3]

e riflessa dispari in [—3,0] .

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa ¢é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, semplificare opportunamente I’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.



Seconda prova in itinere di Analisi Matematica 2
Ingegneria Elettronica. Politecnico di Milano
A.A. 2021/2022. Prof. M. Bramanti

Svolgimento Tema n°1

QU | W N[+~
I IE=2] BN N | e

Tot. | 33

1. Calcolare I'integrale doppio

| [ e vazdy

re
T
dove T' ¢ il triangolo di vertici (0,—1),(2,1),(—=2,0). Si raccomanda di fare una figura,
scrivere la rappresentazione analitica di T e prestare cura nell’ impostazione.

1 1
T:{(%y)ixe[—2,0]7—3—1§y§£+§}U{(x,y)::c€[0,2],x—1§y§E—}——}

4 2
0 2+3 2 2+3
//a:eydxdy:/ x / e Ydy dm—i—/ x / e Ydy | dx
T —2 —5-1 0 z—1
0 z 1 T 2 z 1
= / x (—e’fﬁ + efﬂ) dx —|—/ x (—677 + e”“) dx
-2 0
0 i o 2 i 2
= —61/2/ xe4dx—|—e/ rezdr — 61/2/ me4dar—|—e/ xe “dr
-2 —2 0 0

2 0 2
= —6_1/2/ re idr + e/ resdr + e/ ze “dx
—92 -2 0

Per fare un unico calcolo di primitiva, calcoliamo per o € R

axr oaxr axr axr axr
e e e e e 1
zedr = x— — —dx:m———Qz— r——|.
«Q o «Q «Q «Q o

Applicando questa formula successivamente per o = —}1, %, —1 abbiamo:

I=—e 2 [—de7i (2 + 4)}2_2 +e 22 (z— 2)]22 +e[-e " (z+ 1)}(2J
—4e72 [6e75 — 264 | 4 2e [~2 4 4] — e [372 — 1]
=24e' —8—4de+8—3¢ +e
21

= — — 3e.
e

2. Calcolare la massa totale dell’ellissoide non omogeneo espresso analiticamente da

xQ y2 22
Q:{($,y>z)1§+b—2+c—2§1}



avente densita I

a?b?c
(dove con a,b,c > 0 e > 0 sono costanti con le dimensioni di una lunghezza e di una massa,
rispettivamente). Si richiede di usare le coordinate ellissoidali:

d(z,y,2) = (x2 + 2 + z2)

x = apsin ¢ cos 6
y = bpsin ¢sinf
Z = cpcos ¢

m=[ [ [ 5.2 dodyaz

x = apsin ¢ cosb
y = bpsin¢sinf & noto che drdydz = abcp® sin ¢pdpdpdh, e si ha:
2 = cpcos o

QO ={(p,0,0):pe[0,1],¢0 € [0,7],60 € [0,27]}.

Ponendo

Dunque:

a2b?c

1 ™ 2w 27
= QLanbc (/ p4dp) (/ <a2 sin? gzﬁ/ cos® 0df + b* sin® gzﬁ/ sin® 0df + 2mc? cos® qb) sin qbd(b)
asvc 0 0 0 0

1 s
_Hr2 / (ma®sin® ¢ + wb? sin® ¢ + 27¢” cos® ¢) sin Ppd¢
0

1 ™ 2
m = / (/ (/ H (a2p2 sin? 0] cos? 0 + 62p2 sin® ) sin? 6 + 02/)2 cos? ¢) d@) sin ¢d¢> CLbC,O2dp
0 0 0

_ kAT /7r [(az + bz) (1 — cos? gb) + 2¢2 cos? gb} sin ¢pd¢
0
cos ¢ = t; —sin pdop = dt;t € [1, —1]

iy ”/_1 [(a® 4 17) (1— ) + 26 dr

ab5

1
_u7T 2, 12 20602 .2 12
‘ab52/0 [(® +17) +£2 (26 —a® — 1?)] dt

_ BT 2 2 1 2 2 32
ab52{(a +b)+3(20 a b)}

3. Si consideri il campo vettoriale

E(%%Z):m-

10



a. Si calcoli il rotore di F. Riportare impostazione e calcoli, e semplificare il pit possibile
l’espressione trovata.

b. Si calcoli il flusso di VX F attraverso la semisfera di centro l'origine e raggio 1 contenuta
nel semispazio z > 0, orientata verso 'alto.

a. Ponendo 2? + y* + 2% = p? calcoliamo:

vtk
VxF=\0, 0, 0.
yz zz Y
pr p? p?

Poiché

Y z 1 29/ 1 222 2
()0 () = G 3r) - (5 =3) =@

Vxr= (o (2] ok @)k 00 )
:%<$(22—y2),y($ — )2 () — 2?))

b. Sulla superficie della sfera unitaria ¢ p =1,
VXxF= 2(33 (22 —y2) ,y(ay2 —22) ,z(y2 —x2))

e il versore normale verso 1’alto ¢ semplicemente

:(x,y,z)
percio
VxE-Q:2( (z —yz) y(mz—z) ( mz) (x,y,2
=2 (2" (2 y)) +y* (¢f = 2%) + zf 7%))
=2 (22 x2y2+y2x2—yz + 2%y — 2%) =0

percio il flusso é nullo.

4. Sia X la superficie conica di raggio R, altezza 2R, vertice l'origine e asse z come asse di
simmetria e supponiamo che sia una superficie materiale non omogenea avente densita

2?2 + 22

I

dove i > 0 ha le dimensioni di una massa.

11



a. Scrivere le equazioni parametriche di ¥ e calcolare il suo elemento d’area (si consiglia di
scriverla come superficie di rotazione di un opportuno segmento).

b. Calcolare il momento d’inerzia di ¥ rispetto all’asse z. Riportare impostazione e passaggi,
e riscrivere il risultato ottenuto nella forma il piu possibile semplificata.

a. La superficie ¥ & generata dalla rotazione attorno all’asse z del segmento

v { ﬁig((f))—:;t t €0, R

percio ha equazioni parametriche

xz =tcosl
Y:¢ y=tsinf tel0,R],0€[0,2n]
z =2t

e elemento d’area
dS = a (t)\/a' (t)* 4+ (t)*dtdd = tv/5dtdo.

b. Il momento d’inerzia é:

I://Z(x2+y2)5(x,y,z)d5

R t2 2 2 4t2
:/ (/ t?%ﬂ.t\/gdt)dg
0 0 R
L 2 R
= —\/5/ (cos®@ +4) df / todt
R 0 0

5. Si consideri la funzione 4-periodica definita in [0, 2| da

1 perxel01
f )= { 2—x pergce][l,Q]
e riflessa pari in [—2,0] .
a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa é possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.
b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, semplificare opportunamente 1’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.
Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.

12



a. La funzione periodizzata & continua su R e regolare a tratti (con punti angolosi). Percio
la serie di Fourier di f converge puntualmente a f in [—2,2]. I coefficienti di Fourier saranno

o(3):

b. La funzione ¢é pari, percio by = 0 per ogni k. Per calcolare gli ay, poiché T' =4, w = %f =7,
9 [T/2 4 [T/2 2 -
ar = — f (z) cos (kwzx) dx = — f (z) cos (kwx) dx = / f () cos (k:—x) dx
T J 12 T Jo 0 2
1 2
= / Cos <k:zx> dx + / (2 — x) cos <k’zx> dx
0 2 1 2
per k> 1

= [%sm <kgx>}:+{[(2—x)%sm } + jism dm}
2 () 2o (65) 2 [ (3]
~ [cos (kg) — cos (km)]

[cos (km) — cos <kg)} :

1 2
aoz/dx—i-/(Q—x)dm:—
0 1

k272

La serie di Fourier di f &

Grafico di f (z) insieme alla sua somma parziale di Fourier fino a n = 5:

13



Seconda prova in itinere di Analisi Matematica 2
Ingegneria Elettronica. Politecnico di Milano
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Svolgimento Tema n°2

1. Detta 2 la lamina materiale omogenea di massa m contornata dalla curva del piano xy

avente equazione polare:

p = Rvsind, 0 € [0, 7]

con R > 0 fissato, calcolare I'area della lamina €2 e il suo momento d’inerzia rispetto all’asse

x. Riportare impostazione e passaggi.

Per le formule di Gauss-Green si ha:

Es. Punti
1 6

2 7

3 7

4 7

5 6
Tot. | 33

1" S L 1
Q] = —/ (RVsing) a0 - —32/ sinfdf = ~R*2 = R”.
2 J, 2, 2

Il momento d’inerzia é:

m
I:—//de:L'dy
) Ja

In coordinate polari,

QO = {(p,@) :0€0,7],pe€ [O,R\/Sine]},y = psin 0, dxdy = pdpd®,

m T R+/sin @
1= ﬁ/ / p*sin?Opdp | db
0 0

m " 2 e(RS—\/Wde

T R? ), 4

2 ™ 2 z .
_mR / sin49d«9:mR /2 <1 cos 20
4, 2/, 2

9 T
:mé% /2 (1—2c0329+c08226)d0
0
_ mR? [E+ E]_mRQ 3
~ 78 1 1]~ 8 1"
3 2
—3—27rmR.

2. Calcolare la coordinata x del centroide del solido omogeneo €) descritto analiticamente

da

2

h
Q:{(.’E,y,Z)iZG |:07§:| ,$2+y2§%(h—2)2,x20}

14




con R, h > 0 costanti. (Per il calcolo del volume, cercare di riconoscere di che solido si tratta
e non utilizzare integrali).

2 ¢ la meta (nel semispazio = > 0) del tronco di cono che si ottiene dal cono di raggio R e
altezza h prendendo la meta inferiore.

I tronco di cono ha volume (calcolato per differenza tra il volume del cono di raggio R e
altezza h e quello di raggio R/2 e altezza h/2):

1 1 /R\* h 1 1 7
“TR*-h— -7 (—) -~ = -nR?h (1——):—7TR2h

3 3"\2) 273 8 24
percio
1 7 7
Q| = - - —7mR*h = —7R’h.
Q=557 8"

i/,
Te = — rdrdydz
€
dzxdy | d
77TR2h/ <//2+y <2 (h—z) z>0$ ! y) :

Utilizziamo nell’integrale interno le coordinate polari:

h

sl / /’2’ 000\ oo | d
=0 p COS pap Z
77TR2h O 0 ,%

h

R
48 [ wth=2)
= 77TR2h/0 (2/0 p-dp | dz

4 7 2R3
s / —R—(h—z)3dz

= TnR?h

_ 2R /0’ (h— P ds = 32R {—l(h—z)4]2

Tmh Tmhi 4 0
_ B8R L (R\|_8R 15_ 15
 Trht 2 7r 16 14w

3. Si consideri il campo vettoriale piano
F(x,y) = <2xe’y2’z2, —2y (x2 + 22) e’yLZQ, 2ze V'~ (1 — 2% — 22)) )

a. Dopo aver verificato se é irrotazionale nel suo insieme di definizione, stabilire se & conser-
vativo nel suo insieme di definizione e calcolare in tal caso un potenziale.
b. Quindi, calcolare il lavoro del campo lungo ’arco di curva ~:

r(t) = (t,tcost,tsint), per t € [0,27].

15



Si ha Fe C!' (R?). Verifichiamo se ¢ irrotazionale in R3.
0. Fy = —4$ye_92_z2 = 0,F
0. F5 = Agze V' = 0,
Oy Fs3 = —4yz (1 — % - z2) eV = 0, Fy

Poiché il campo ¢ irrotazionale in R?® & anche conservativo in R?® (che ¢ semplicemente con-
1nesso).
Calcoliamone un potenziale. Cerchiamo U (z,y, z) tale che:

U, = F, = 2ze V"%
Ul(r,y,2) = /Qxe—y2—z2d$ _ e v F.2).
Uy = —2yx2e_y2_z2 +0,f (v, 2)
=F=-2 (@ +2°) e 5 0,f (y.2) =~
[y, 2) = /—2y226_y2_zzdy = 2oy A +4(2)
U (@,9,) = a2 == 4 22 4 g (2
U, (,y,2) = =222V~ + (22 = 22°) eV " + ¢/ (2)
= F3 = P (1 2 2’2) = ()=0,9=c,

percio un potenziale é: 5 o
Ulx,y,z) = ($2 + 22) eV

Calcoliamo il lavoro. Utilizzando il potenziale, si ha:(¢,t cost,tsint)

L:/E-dﬁ:U(f(Qﬁ))—U(z(O)) — U (27, 27,0) — U (0,0,0)

= 4n%e

4. Sia ¥ la superficie ottenuta facendo ruotare attorno all’asse z la curva « che nel piano zz
ha equazione

z=+/z per z € [0,2].

Dopo aver scritto le equazioni parametriche di v e di Y, I'elemento d’area di 3, e aver
individuato gli eventuali punti singolari della superficie, calcolare 'integrale

[ s
5 <
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7:{x:a(t):t tel0,2].

z=0b(t) =t
x =tcosf
Y:¢ y=tsinf tel0,2],0 € |0,2n].
2=/t
a'<t>:1,b’<t):2iﬁ
= la (Ol o (02 + (0P

= t\/1+ Ldtds
T n

Si ha un punto singolare per ¢ = 0, corrispondente a (0,0,0).

//Em / (/02 ytc;;e\t 4t4+1dt> y
_ (/02ﬂ|cosé?|d0)( /Otmdt)

Ora:
2 g
/ \COSG!dH—ZL/ cos0df = 4.
0 0
1 2
3 / tVAt + 1dt =
0
1 u?—1
\/4t+1:u;4t+1:u2;4dt:2udu;dt:§udu;t: 1 ;u € 1, 3]
13 u?—1\ 1 1 /3
_ - d - 4 2 d
2/1< 4 )UQUU 161(u u)u
1w WP 13 8 11
1605 3], 165 3 5 3
1 [./9 1 2 1 [..22 2
=332 -2 —|l==133=4+ =
16 | (5 3)+15} 16[ 15+15}
1 [27-2242] 1[27-11+1
16| 15 8 15 ‘
Percio

1127-11+1 27-114+1 298 149
e

sz '8 15 30 30 15

5. Si consideri la curva piana v di equazioni parametriche
r(t) = (5cost — sin (4t) ,5sint — cos (4t)) per t € [0, 27] .
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Dopo aver verificato analiticamente che si tratta di un arco di curva regolare e chiuso,
utilizzando le formule di Gauss-Green calcolare ’area della regione piana contornata da ~.

Si ha r(0) = r (27) = (5, —1) percio la curva & chiusa, inoltre & C* e

r' (t) = (=5sint — 4 cos (4t) , 5 cost + 4 sin (4t))
I’ (£)]> = 25 + 16 + 40 (cos 4t sin t + cos t sin 4t)
=41+40sind5t > 41 —40 =1,

dunque |r’ ()| # 0 per ogni ¢, e la curva é regolare.
Detta 2 la regione di contorno ~, per le formule di Gauss-Green si ha:

1
2/ =5 [ (wdy - yao

v

1 2m
=3 {(5cost —sin (4t)) (bcost + 4sin (4t)) — (5sint — cos (4t)) (—5sint — 4 cos (4t)) } dt
0
1 2m
25/ {25 — 4 + 15 costsin4t + 15sint cos 4t} dt
0
1 [ 1
=5 [ {21+ 15sindt}dt = -2m-21 =2
0

18
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Ingegneria Elettronica. Politecnico di Milano
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~| | D IO

Tot. | 33

1. Calcolare I'integrale doppio

[ / s

dove T ¢ il triangolo di vertici (0,—1),(2,1),(—2,0). Si raccomanda di fare una figura,
scrivere la rappresentazione analitica di T e prestare cura nelltmpostazione.

T'={(z,y):ye[-1,0,2y—-2<2<y+1}U{(z,y):ye(0,1],4y-2<z<y+1}

0 y+1 1 y+1
//:U]y\da:dy:/ —y (/ xdx) dy+/ y(/ xdx) dy
T -1 —2y—2 0 dy—2

0 1

—% [(y+1)* = (=2y — 2)°] dy + /0 % [(y+1)* = (dy — 2)*] dy
Yy
2

I
—

O =

1
[-3(y+1)%] dy + / % [—15y® + 18y — 3] dy
0

|
—

0 1
/ y® + 2y +y)dy+/ (—5y3+6y2—y)dy}

=]

—
|@
™~

_I_
Wl o
<
w
_l’_
|—|

N}
—_

| —=
— = A
|

B~ = W

— N

(=}

2. Calcolare la coordinata z del baricentro del solido non omogeneo espresso analiticamente
da

$2 2 2

Q:{(x,y,z):——l—y—+z—2§1,220}
c

a2 bH?
avente densita

i
0 (z,y,2) = pETER (xQ + 9% + 22)

19



(dove con a,b,c > 0 e u > 0 sono costanti con le dimensioni di una lunghezza e di una massa,

. . R 2112002 P . .
rispettivamente), sapendo che la massa totale & m = %Wu (%) St richiede di usare

le coordinate ellissoidali:
x = apsin ¢ cos 6
y = bpsin ¢sinf
Z = cpcos ¢

1
zC:—///z5(3:,y, z) dxdydz.
m Q

x = apsin ¢ cos O
y = bpsingsinf & noto che drdydz = abcp® sin ¢pdpdedd, e si ha:
2 = cpcos o

o — {<p,¢,9):pe 0,1],6 € [Og} e [0,27r]}.

Ponendo

Dunque:

///zé(x,y,z)d:cdydz
Q
5 27

1
= / (/ (/ Cp COS ¢a21220 (a2p2 Sin2 Qb 0052 0+ b2p2 Sin2 QS Sin2 0 + 02p2 0082 ¢) d@) sin ¢d¢) abCdep
0 0 0

1 z 2m 2m \
= 2” 5 abc? < / p5dp) / (a2 sin? ¢ / cos? 0df + b*sin? ¢ / sin? 0df + 2mc? cos? gb) sin ¢ cos ¢pdo
a*b’c 0 0 0 0 y

_pcl
~ ab6

/2 (7m2 sin® ¢ + 7b? sin® ¢ + 27¢? cos? gb) sin ¢ cos ¢do
0

_pem

— ——/2 [(a® + b*) sin® ¢ cos ¢ + 2¢ cos® ¢ sin @] do
abﬁ 0

.4 44732

HCT |, o o SID° @ 5C0s”™ @

= —— - D —L
ab6{(a ) = 2 }

0

5—221 (a® +b* +2¢%) .
Ze = i,u_cl (a2 +b% + 202)
m ab 24
15ab e m

_ HET (2 012 1 92
27m(a2+b2—|—c2)ab24(a b5+ 2)

5 [a%+ b+ 22
=—c|——————5.
16\ a? + 0%+ 2
3. Si calcoli il lavoro del campo vettoriale

(_ywra Z)
F(2,y,2) = 2Pt

20



lungo I’arco di curva v di equazioni parametriche

V3
2

r(t) = (acost,asint,2at) pert € [O, —

con a > 0 costante. Riportare impostazione e calcoli, e semplificare il risultato ottenuto.

S

L—/E'dt—/02 F(r(t)-r (t)dt

(—asint,acost,2at)  (—sint,cost,2t)
E(r(t) = 2 242 - 2
a? + 4a’t a(l+ 4t2)
r' (t) = (—asint,acost, 2a)
—sint t,2t
F(r(t)-r'(t) = ( Zl?l fiz) ) - (—asint, acost, 2a)
a + 4at 1+ 4t

Coa(1+412) 142

V3
L:/E.d_:/2 ﬂdt
N o 1+4¢t?

—Jo 1+4t2  1+42

<S

=]

= —arctan (\/g) + %log (4)

SN

4. Sia X la superficie generata dalla rotazione attorno all’asse z della curva y che nel piano
rz ha equazioni parametriche

x = Rt?
(+=0 e

con R > 0 costante.

a. Scrivere le equazioni parametriche di 3, ’elemento d’area di 3, e determinare gli eventuali
punti singolari di X.

b. Calcolare I'area di . Riportare impostazione e passaggi.

a. La superficie ¥ ha equazioni parametriche:

x = Rt?cosd
y=Rt*sinf te[-1,1],0 € [0,27].
z=E43

3
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Posto a (t) = Rt?,b(t) = %%, calcoliamo:
d (t) = 2Rt;b (t) = Rt?,

I’elemento d’area é:

dS = |a ()| \/a' (t)> + b (t)*dtdd
= RE*VARt2 + R2t4dtdd
= R** [t| V4 + t2dtdf.

La superficie ¢ singolare per ¢t = 0, cioé: (0,0,0) & punto singolare.

b. Calcoliamo
27 1
yzy://dsz/ (/ R** |t| \/4+t2dt> df
b) 0 —1

1
= 41 R? / t3vV4 4 2dt
0
[\/4~|—t2 = w4+ t2 = % tdt = udu; t* = u® —4]
V5
_47TR2/ (u2—4)-u~udu
2

5 V5
—4nR? | L éu?’
5 3

4 32 4
= 47 R? [5%5—§5f—3+§-8}

64 5
—4A7rR?* [ — — = )
TR (15 3 5)

2

5. Si calcoli il flusso del campo vettoriale
F=(z,y,%°)
attraverso la superficie ¥ grafico della funzione
r=e Y per 2* + 1> < R* x>0,y >0

orientata verso 'alto (cioé con la componente z del vettore normale positiva). Riportare con
cura impostazione e passaggi.

Posto f (z,y) = e ¥ si ha:
= <2xe‘$2_y2, 2ye_$2_y2, 1) dzxdy

E(z,y, f(v,y)) = (x,y, 6_2(’”2+y2)>

22



®(£.5) = [ [ F-nas

y (s e A
{(z,y):224+y2<R2,2>0,y>0}

N / / (2 (z2 + ) eV ¢ 6_2(x2+y2)> dady
{(e.w)a?+y? <R2.2>0,y>0}

passando in coordinate polari,

Ora:
R R ) R 2\’
/ 20% pdp:/ (—Qpe*fﬂ)(—ﬁ) dpz/ (e*p> (—p) dp
0 0 0
2 2 R R
e A [
0
,1R
= —R%2 R —1—[ e’p} — R 41_¢F
0
—1—eF (1+R2)
1 2 r 1—672R2
20" hldp = | —Ze 2P _
e
percio
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1. Detta €2 la lamina materiale omogenea di massa m contornata dalla curva del piano xy
avente equazione polare:

p = RVsinf, 0 € |0, 7]

con R > 0 fissato, calcolare I'area della lamina €2 e il suo momento d’inerzia rispetto all’asse
y. Riportare impostazione e passaggi.

Per le formule di Gauss-Green si ha:

1 2 1 [T 1
0] = -/ (RVsing) a0 - —R2/ sin6d6 = -~ R*2 = R,
2 s 2 2

0

m
I:—//x2d1:dy
Q) Ja

= {(p,@) :0e0,7],pe€ [O, Rm]},x = pcos,dxdy = pdpdb,

m s R+/sin 6
I = ﬁ/ / p*cos* Opdp | db
0 0

4

7 (R\/ sin 0)

- coslh~——2 (6
R? J, 4

2 ™ 2 z . 2
= mit / cos? 0sin? 0dh = mit / <sm (20)> df
4 J, 2 Jo 2

Il momento d’inerzia é:

In coordinate polari,

2 Jus
_mh / " sin? (26) df
8 Jo
mR* © 7 9
T

2. Calcolare la coordinata z del centroide del solido omogeneo €2 descritto analiticamente da

h 9 , R? 9
Q=< (r,y,2): z € 0,5 ,xe+y Sﬁ(h—z) x>0
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con R, h > 0 costanti. (Per il calcolo del volume, cercare di riconoscere di che solido si tratta
e non utilizzare integrali).

2 ¢ la meta (nel semispazio = > 0) del tronco di cono che si ottiene dal cono di raggio R e
altezza h prendendo la meta inferiore.

I tronco di cono ha volume (calcolato per differenza tra il volume del cono di raggio R e
altezza h e quello di raggio R/2 e altezza h/2):

1 1 /R\* h 1 1 7
“TR*-h— -7 (—) -~ = -nR?h (1——):—7TR2h

3 3"\ 2 2 3 8 24
percio
1 7 7
Q| = - - —7mR*h = —7R’h.
Q=557 8"

i/,
Ze = — zdxdydz
2]
dzdy | dz
77TR2h/ ( //2+y2<R (h—2)2,2>0 ! y>

L’integrale interno ¢ I’area del semicerchio di raggio 4 (h — z)

h
4 5 2
5 /2ZER—(h—z)2dz
0

~ TrR2h 2 h2

24 2
:ﬁ 2z(h2—2zh+z2)dz
_ 24 22h? 223h z_

Th3 2 4

_u (1 2
7 \2-4 3.8 4~16

3 2 1\ 3. .11 11
=Zh(1-2+2)=2hn==_n.
7 ( 3+8> 724 56

3. Si calcoli il lavoro del campo vettoriale piano

F = (yZ’%)

VP

lungo 'arco di curva  grafico della funzione
2
Y= — per x € [\73,\/412}.
x

Riportare l'impostazione e i calcoli, e semplificare il risultato ottenuto.
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La curva ha equazioni parametriche:

per cui si ha:

quindi il lavoro é

Lz/E-dz
7

ViZo (4 viz. 2 V12
— / M . (1 _Z> dt = / Z__ it — / 1 003 gt
B Jees \0F 5 Vit +4 5 Wit 4

$2

Iy

[\/t4 +4 =wtt + 4 = u 43dt = 2udu; thtt = u? — 4}
4 4
1 1 1 1
= —  udu= = - d
/3 @ —4)u " 4/3 <u—2 u+2) "

1 u—2\1" 1 2 1 1 1. 5
— -1 ——Jlog(2) =log(=)] = = (log5 —1 — —log =.
s (555) ], = 1 s (5) 10w ()] = 4 005 om0 = 1

4. Si consideri la superficie materiale omogenea, di massa m, semisferica, di equazioni
parametriche

x = Rsin ¢ cos 6 .
5:{ y= Rsinosinf ¢€[0,§],9€[O,27r]
2z = Rcos ¢.

(con R > 0 costante). Calcolare il suo momento d’inerzia rispetto all’asse y [attenzione:
NON rispetto all’asse z] e il suo centroide (sfruttando le simmetrie).

Sappiamo che dS = R?sin ¢d¢df, percio

_m 2, .2
I—|Z|//E(1: +z)dS
m % 27

= 5 (/ (R2 sin? ¢ cos® 0 + R? cos? gb) d@) R?sin ¢do
2rR? J, 0

2 jus
:W;R /2 (7 sin® ¢ + 27 cos® @) sin ¢d¢
T Jo
2 r
_mf /2 (1 + cos? ¢) sin pd¢
0
mR? o] mR2 4 2,
= {—cos¢— 3 L— 5 -g—ng.
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Il centroide, per simmetria, avra x. = y. = 0.

T |z:|/ /
27TR2 < /O d@) ( /O chos¢RQSin¢d¢>

sin2¢]® R
2 0

= R/02 cos ¢ sin ¢pdo = R[

Quindi il centroide & (0, 0, %) .

5. Si consideri la funzione 6-periodica definita in [0, 3] da

B 1 per z € [0, 2]
f(ﬂf)—{ 3—x perz € [2,3]

e riflessa dispari in [—3,0] .

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, semplificare opportunamente I’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.

a. La funzione periodizzata ¢ discontinua su R (in 0 e nei punti 6k) e regolare a tratti (con
punti angolosi). Percio la serie di Fourier di f converge puntualmente a f in [—3, 3] tranne

. . . F0T)+f T . e
in 0, in cul converge a % = 0. I coefficienti di Fourier saranno solo infinitesimi, ma

1
non o (E)
b. La funzione é dispari, percio ay = 0 per ogni k. Per calcolare i by, poiché T = 6,
W= 27r — 7r,
2 4 T/2
= T/ ) sin (kwz) dx = T ), f (z) sin (kwx) d / f (z)sin kg:c>d
2

—5{ sin dx+/23(3 )sm<k3x)dx}
{%mﬂ}%{{—@—w%m I L 5e) )
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2 3 " 9 Zk 2 " 6 . 2]{7
=< — in (- = — —
3 | kn  k2rm2 > 3 T km k2?2 St 3 i

La serie di Fourier di f ¢

Grafico di f (z) insieme alla sua somma parziale di Fourier fino a n = 10:

3 2 3 2 3 13 .
{E <1 — COS (glm>) + o= Cos <§k7r) gy {E sin (k—x
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