Seconda prova in itinere di Analisi Matematica 2
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Tema n°1 2
3
4
5
Tot.

Cognome e nome (in stampatello)

codice persona (o n°di matricola)

n°d’ordine (v. elenco)

1. Calcolare 'integrale doppio

// (y2 — /2 (22 + yz)) e "V dady
Q
dove
Q={(z,y) eR*:1 <2’ +y* <2,0<y <z}
St raccomanda di fare una figura e prestare cura nell’tmpostazione.
2. Si consideri un solido materiale omogeneo €2 di massa m, formato da un cilindro di altezza

h e raggio R, con base sul piano xy, centro della base nell’origine, asse lungo 1’asse z positivo,
a cui sia stato tolto un cono di uguale base e altezza (ma “capovolto”). Si veda la figura:

Si chiede di:

-calcolare il volume di €2 (senza usare integrali!);

-scrivere la rappresentazione analitica di {2 adatta al calcolo dell’integrale per fili;
-calcolare il momento d’inerzia del solido rispetto all’asse z.



3. Calcolare il lavoro del campo vettoriale

F(x,y,2) = (y, T,z (a:2 + y2))

lungo 'arco di curva

xr =tcost
vi4q y=tsint te0,2n].
z =3t

4. Sia Y la superficie generata dalla rotazione attorno all’asse z della curva  assegnata nel

piano xz dall’equazione
r=R+t
LR t € [—r,+r]

r

dove R > r > 0 sono costanti fissate. Dopo aver scritto le equazioni parametriche di ¥ e
calcolato ’elemento d’area di X, calcolare I'area di X..

5. Si consideri la funzione 4-periodica definita in [—2,2] da

f<x):{x2per lz| <1

Operl<|z|]<2

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa ¢ possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa ¢é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, semplificare opportunamente 1’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.
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1. Sia (2 la lamina materiale piana omogenea del piano xy contornata dalla curva di equazione
polare:

p = Rcos?#, per —gg@

con R > 0 costante fissata. Calcolare 'area della regione (sfruttando le formule dedotte dal
teorema di Gauss-Green) e le coordinate del centroide.
Si raccomanda di fare un disegno e sfruttare le simmetrie.

IN

T
2

2. Si consideri il solido materiale non omogeneo €2 descritto dal cilindro di raggio R e altezza
h con asse sull’asse z > 0 e base sul piano zy, avente densita:

§(z,y,2) = 2R* — (2° + y*)) %,

dove 1 > 0 & una costante avente le dimensioni di una massa. Calcolare il momento d’inerzia
rispetto all’asse = (attenzione! NON rispetto all’asse z!).

3. Si consideri il campo vettoriale

) 1+ cos(zz sin (zz
F(x,y,2) = <xzcos(xz)—i—ysmx,—cosx,xzcos(xz)— 2( )—x ( )>
z
a. Si verifichi se il campo ¢ irrotazionale o meno nel dominio Q = {(z,y, 2) : z > 0}.
b. Si stabilisca se il campo & conservativo o meno nel dominio €2, calcolando in caso affer-
mativo un potenziale di F.



4. Sia ¥ la superficie ottenuta facendo ruotare attorno all’asse z la curva ~ che nel piano zz
ha equazioni parametriche:

_ 3
{ r=R-+rcos’t te(0,]

2 =rsin’t

con R > r > 0 costanti fissate. Dopo aver scritto le equazioni parametriche di X, I’elemento

d’area di ¥, e aver individuato gli eventuali punti singolari della superficie, calcolare ’area
di X.

5. Sia X la superficie cilindrica descritta da

h h
Y= (l’,y72)2$2+y2:R2,Z€ T 509
22
e si consideri il campo vettoriale
F = (zy?,ya?, o) -

a. Scrivere le equazioni parametriche di 3, il suo elemento d’area e il suo versore normale.
b. Calcolare il flusso di F attraverso X, orientata con la normale che si allontana dall’asse z
(fare un disegno).

Riportare con cura impostazione e passaggi, semplificare il risultato ottenuto.
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1. Si consideri la lamina piana materiale {2 di massa m rappresentata nel piano zy dal

trapezio di vertici:
(0,0), (a,0), (g ?a) , (o, ?a)

con a > 0 costante avente le dimensioni di una lunghezza. Calcolare il suo momento d’inerzia
rispetto all’asse y.
St raccomanda di fare una figura, scrivere la rappresentazione analitica di €2 e prestare cura
nellimpostazione.

2. Si consideri un solido materiale omogeneo €2 di massa m, formato da un cilindro di altezza
h e raggio R, con base sul piano xy, centro della base nell’origine, asse lungo 1’asse z positivo,
a cui sia stato tolto un cono di uguale base e altezza (ma “capovolto”). Si veda la figura:

Si chiede di:

-calcolare il volume di € (senza usare integrali!);

-scrivere la rappresentazione analitica di €2 adatta al calcolo dell’integrale per fil;
-calcolare il centroide del solido (sfruttando le simmetrie).



3. Si calcoli il lavoro del campo vettoriale

E(xv Y, Z) = (_y7 z, Z)
lungo I’arco di curva 7y di equazioni parametriche

x = Rcos®t
y= Rsin®t tc|0,2n],
z=ht

con R, h costanti positive. Riportare I'impostazione e i calcoli e semplificare il risultato
ottenuto.
4 Si consideri la superficie materiale 3, non omogenea, di forma sferica di centro 'origine e

raggio R, avente densita
2|

!
5(1‘7?/’2) = (1+§) ﬁa

dove i > 0 € una costante avente le dimensioni di una massa. Calcolare il momento d’inerzia
rispetto all’asse y. (Attenzione! NON attorno all’asse z).
Si raccomanda di scrivere anzitutto le equazioni parametriche di ¥ e il suo elemento d’area.

5. Si consideri la funzione 2-periodica definita in [—1,1] da

[ zperzel0,1]
f(m)_{ OI;I))erxe[—l,O]

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, semplificare opportunamente I’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.
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1. Sia Q) la regione piana descritta in figura:

w4}

Calcolare I'integrale doppio

/ / 2" dxdy
Q

e semplificare il risultato ottenuto.

2. Si consideri il solido materiale non omogeneo €2 descritto dal cilindro di raggio R e altezza
h con asse sull’asse z > 0 e base sul piano zy, avente densita:

6 (z,y,2) = 2R* = (2* + 7)) %,

dove ;1 > 0 & una costante avente le dimensioni di una massa. Calcolare la massa totale m
del solido e la coordinata z, del suo baricentro.



3. Si calcoli il lavoro del campo vettoriale piano

<_y> x)

F=

lungo I’arco di curva v di equazione polare
p = Rle™ per x € [0,27].

Riportare l'impostazione e i calcoli, e semplificare il risultato ottenuto.
4. Sia X la superficie generata dalla rotazione attorno all’asse z della curva v (ellisse)
descritta nel piano zz dalle equazioni parametriche:

{ T=R+rcosg per ¢ € [0, 27]

z=gsing

dove R > r > 0 sono costanti fissate. Dopo aver scritto le equazioni parametriche di ¥ e il
suo elemento d’area, calcolare l'integrale di superficie

[ [eas

5. Si consideri la funzione 4-periodica definita in [—2, 2] da

[ 1—2a%per |z| <1
f(x)_{()per1<|x|§2

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, semplificare opportunamente I’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.
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Tot. | 33

1. Calcolare I'integrale doppio

[ (7 =avei@ i) e auy

dove
Q={(r,y) eR*:1<a?+*<2,0<y <z}

St raccomanda di fare una figura, scrivere la rappresentazione analitica di T e prestare cura
nellimpostazione.

V3 [ o1 2
// (?JQ —x4/2 (2?2 + y2)> eV dady = / (/ <p2 sin? 6 — v/2p? cos 0) e’ pd@) dp
Q 1 0
T R
= (/ (sin20 —V2cos 9) d@) - (/ e’ ,03d,0)
0 1

6 — sin 6 cos 6 i 1
/04 (sin29—\/§cosﬁ>d«9: {%Cos—ﬂsinﬁh :%_1_1:g_2_

vz V2 \ 2 2 V2 V2 \
/ e pidp :/ (—Qpe_” ) (—?) dp = {—?e_p} +/ pe " dp
1 1 1

-1 V2 -1
N R L 2, € |
—{e —i——Q]—i—{ 26 ]1 e +—2 e +2
3
_ -1 2 9
e 26

Quindi

/ /Q (s = V2@ + 7)) e dudy = (E - Z) ( - §> |

8 2

2. Si consideri un solido materiale omogeneo €2 di massa m, formato da un cilindro di altezza
h e raggio R, con base sul piano xy, centro della base nell’origine, asse lungo 1’asse z positivo,



a cui sia stato tolto un cono di uguale base e altezza (ma “capovolto”). Si veda la figura:

Si chiede di:
-calcolare il volume di € (senza usare integrali!);
-scrivere la rappresentazione analitica di §2 adatta al calcolo dell’integrale per fili;

-calcolare il momento d’inerzia del solido rispetto all’asse z.

1 2
Q| = 7R?h — §7TR2h = gwRQh.

e {(x’y’z):x2+y2SR2,osZé %\/:cuy"’}.

I=%///(x2+y2)dxdydz
27TR2h//mQ+y2<R2 w2 +y ) (/ dz) dxdy
2 h
QWRQh//mz+y2<R2 x +y) —dzdy
3m

R
3m R® 3

2 dp =" O R?,
7T/0 podp = J5 -5 =5

2R3

3. Calcolare il lavoro del campo vettoriale
F(2,y,2) = (y,2,2 (2" +¢°))

lungo l'arco di curva

xr =tcost
v:{ y=tsint te€|0,2n].
2z =3t

10



r(t) = (tcost,tsint, 3t)
r' (t) = (cost — tsint,sint + t cost, 3)
F(r(t)) = (tsint,tcost, 3t%)

27
L= /E cdr = / (tsint,tcost,3t3) - (cost — tsint,sint + tcost, 3) dt
0
7271_
= / (tsintcost — t*sin?t + tcostsint + t* cos® t + 9t3) dt
0
2
= / (tsin (2t) + t* cos (2t) + 9¢%) dt.
0
2 in (2)]*" [ sin (2t
/ t*cos (2t) dt = {ﬂw} — / 2tsm( )dt
0 2 0 0 2
2m
= O—/ tsin (2t) dt.
0
Quindi
27 4 27 9
/ (tsin (2t) + > cos (2t) + 9t*) dt =0+ 9 lz} = 116774 = 367"
0 0

4. Sia ¥ la superficie generata dalla rotazione attorno all’asse z della curva  assegnata nel

piano xz dall’equazione
r=R+t
v Z—ﬁ tE[-T,-FT]

r

dove R > r > 0 sono costanti fissate. Dopo aver scritto le equazioni parametriche di ¥ e
calcolato ’elemento d’area di X, calcolare I'area di X..

a. La superficie ¥ ¢ generata dalla rotazione attorno all’asse z della curva

[ r=a(t)=R+t
7'{ 2=b(t) =2

T

te[—rr]

percio ha equazioni parametriche
r=(R+t)cosd
L:< y=(R+t)sind te[-rr],0€]l0,2n]

2
z==5L
.

e elemento d’area

4 2
dS = a(t)\/a' (t)* + b (£)%dtdd = (R+1)\/1 + %dtde.
T

11



b. L’area é:

|E|://d8
by
' [~
:27T/ (R+1) 1+r_2dt
T 42 T 42
:27T{/ R\/1+i2dt+/ tdl%—%dt}
. r - r
T 42 T 42
:27r{2R/ \/1+i2dt+0}:47rR/ 1+ e
0 r 0 r

ponendo % = Shu;dt = 5 Chudu

SettSh 2
SettSh2 . ChuShu—Fu] ¢

= 47 R — (Chu)*du = 27 Rr [
2 2 .

— Ry (;m + SettSh 2) — Ry (2\/5 +log (2 n \/5)) .

5. Si consideri la funzione 4-periodica definita in [—2, 2] da

22 per |z| <1
Operl<|z|]<2

f(x) =

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, semplificare opportunamente I’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.

a. La funzione ha discontinuita in z = 41 (ma soddisfa le condizioni di raccordo) ed &
regolare a tratti (con punti angolosi). Percio la serie di Fourier di f converge puntualmente
a f in [—2, 2] a eccezione dei punti +1 in cui converge a (f (17) + f (17)) /2 = 3. I coefficienti
di Fourier tenderanno a zero ma non soddisfano una stima di decrescita..

12



b. La funzione & pari, percio by = 0 per ogni k. Per calcolare gli a;, poiché¢ T'= 4, w = %Tﬂ =7,
2 T/2 4 T/2 2 T
ag = — f (z) cos (kwzx) dr = — f (z) cos (kwx) dz = / f (x) cos (k—x) dx
T J 1) T Jo 0 2
1
= z2 cos kzx dx
| eos (1)
per k> 1
2 5 . N\ 12 ) ™
= [E:p sin (k:§x>] ) — i EQQS sin (k?[;) dx
2 T 4 v T
= Esm <k§> ~ {/0 T sin <k§x> dl‘}
2 4 2 ! 19
= o sin (k;g) ~ { [——Wa: cos (k’%ﬁ)] ) + /0 T cos (kia:) dx}
2 2 !
= —sin (kz> + 8 5 COS (kz> — 8 5 [ si (/{:Ex)l
km 2 (]{;71') 2 (kﬂ') km 2 0
2 1
= —sin (kz> + 8 5 COS (kz> — 0 3 sin (/{;E>
krm 2 (]{;71') 2 (kﬂ') 2

{% sin <k’g> + (ki)2 cos <k:g> _ (klf)?’ sin (k:g)} coS (kgx> .

Grafico di f (z) insieme alla sua somma parziale di Fourier fino a n = 50:

k=1

\ "Sj '

N /
i .| f
.\: u.s: f

13
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1. Sia 2 la lamina materiale piana omogenea del piano xy contornata dalla curva di equazione
polare:

= Rcos? 0, ——<9<—
p oS per — 3 5

con R > 0 costante fissata. Calcolare 'area della regione (sfruttando le formule dedotte dal
teorema di Gauss-Green) e le coordinate del centroide.
Si raccomanda di fare un disegno e sfruttare le simmetrie.

s ™ 2
Q| = R? cos? 0d0 = R? cos20+ 13"
| 5

—z 0

/ coS 29+2cos20+1) do

2
T
R? 3,
T (Groeg) =R

Poiché la regione ¢ simmetrica rispetto all’asse x,

all
Yo = — ydxdy = 0.
12/ Ja
Calcoliamo:

R cos? 16 5 ,03 Rcos® 6
drdy = Opdp | dd = —— 0| — df
e o ([ s -t 2]

: 3
QWRQRB/ (cos )" df = 977R/ cosf (1 —sin*6)" df

s
2

sinf =t
32 3, 32 ! a2 4 46
_%R/ (1-1?) dt——%R/ (1 -3t +3t" —1°) at

32 3 11t 32 3 1 32 16 512
— PRIt 4+2 | =2XR(1-1+2 ) =2Rp. 2 =22 R
97 { t5 7}0 97 ( t5 7) 97 " 35 3157

2. Si consideri il solido materiale non omogeneo €2 descritto dal cilindro di raggio R e altezza
h con asse sull’asse z > 0 e base sul piano zy, avente densita:

6 (z,y,2) = 2R — (® + 7)) him,

14



dove 1 > 0 & una costante avente le dimensioni di una massa. Calcolare il momento d’inerzia
rispetto all’asse = (attenzione! NON rispetto all’asse z!).

[:/// (v* + 2°) 6 (z,y, 2) dedyd=

- Q
:/ (// (y2+z2) (2R2—(x2+y2)) %dxdy) dz

0 I2+y2§R2 h/R
_ M 2 (op2 (12, 2
- b {h / /ﬂ%my (2R — (2 + ) dady

h
—|—</ z2dz>(// (2R2—(I2+y2))dxdy)}

0 x2+y2§R2

E L ([ smzean) ([0 R = ) pdp) -2 o [ (282 = ) pa
“ () o) ([ =) ) 52 [0 = )

L R 2 2 R
= T {7? i (2R2p3 — p5) dp + /0 (2R2p - p3) dp}

4 6711 2 41 R
0 2P P 2mh” | g 9 P
= — 2 _—— — _— _ —
R4{7T[R4 6]0+ 3 {Rp 4]0}

3. Si consideri il campo vettoriale

1+ cos (z2) sin (zz)
22 z '

F(z,y,2) = (:172 cos (22) + ysinz, — cos x, 2% cos (12) — —x

a. Si verifichi se il campo ¢ irrotazionale o meno nel dominio Q = {(z,y, 2) : z > 0}.
b. Si stabilisca se il campo & conservativo o meno nel dominio €2, calcolando in caso affer-
mativo un potenziale di F.

a.

(Fy), =sinz = (F),;
(F1), = wcos (zz) — 2%z sin (x2) ;
sin (zz)  sin(zz2)

(Fy), = 2z cos (v2) — 2°zsin (z2) + - — x cos (z2)
z z

= xcos (z2) — 2z sin (v2) = (F}), ;
(F2), =0= <F3)y'

Quindi il campo ¢ irrotazionale in (2.

15



b. Essendo il campo vettoriale irrotazionale in €2, dominio semplicemente connesso, il campo
¢ anche conservativo in €. Determiniamone un potenziale. Cerchiamo U (z,y, z) tale che

Up (z,y,2) = F1 (z,y,2) = xzcos (xz) + ysinx

U(z,y,2) = / (rzcos(zz) + ysinzx) dr = z/xcos (vz) dx — ycos .
/xcos (z2)dx = xSin (z2) / sin (xz)dx _ xsin (zz) 4 cos (xz).

z z z 22
cos (xz)

Ul(z,y,2z) = xsin(zz) + —ycosz+ f(y,2).

Uy (z,y,2) = —cosx + f, (y,2) = F» = —cosx
fy(y,2) =05 f (y,2) = g (2);

cos (zz)

U(z,y,z) = xsin (zz) + —ycosz +g(2).

—zzsin (rz) — cos (z2)

Uz (x7y7 Z) = $2 COS ([L’Z) —+ 5 + g/ (Z)
z
1 .
= Iy = 2% cos (vz2) — T CO2S (22) _ s (xz)7
% z
1 1
/ T _ 1 )
9 () =-75i9(2) =+
e in definitiva 1
Ul(x,y,2) = zsin (z2) + cos (z2) —ycosx + — +c.
z

4. Sia ¥ la superficie ottenuta facendo ruotare attorno all’asse z la curva ~ che nel piano zz
ha equazioni parametriche:

{ x=R+rcos’t

2 =rsin’t t € [0,7]

con R > r > 0 costanti fissate. Dopo aver scritto le equazioni parametriche di ¥, I’elemento

d’area di ¥, e aver individuato gli eventuali punti singolari della superficie, calcolare ’area
di .

_ _ 3
7:{azs—a(t)—R%—rcoszf refo,n].

z=0b(t) =rsin®t
x = (R+rcost)cosb
Y:< y=(R+rcos®t)sinf tel0,n|,0¢c]l0,2n].
z=rsin®t
a' (t) = —3rcos’tsint, V' (t) = 3rsin®tcost
dS = |a (t)[\/a' (t)* + V' (t)*dtdd
= (R +rcos®t) 3r |cos tsin t| dtdf

16



Si hanno 3 circonferenze di punti singolari per ¢t = 0,1 = 7,1 = m, corrispondenti a:

P +yP=(R+7)7,2=0
2?4+ =R z=r
2+ =R-7r)°,2=0.

Area di X:
1% ://dS:27r/ (R+rcos®t) 3r |costsint| dt
s 0

:67r7’{R/ |costsint|dt+r/ cos3t|costsint|dt}
0 0

= 67r {2R/2 costsin tdt + 0}
0

sin?t

2 1
] = 12nrR - 3 = onrR.

= 12nrR [
0

5. Sia ¥ la superficie cilindrica descritta da

h h
Y=< (z,y,2):2* +y*=R*z¢€ |——, =
2°2
e si consideri il campo vettoriale
F = (zy?,ya?, o) -

a. Scrivere le equazioni parametriche di ¥, il suo elemento d’area e il suo versore normale.
b. Calcolare il flusso di F attraverso X, orientata con la normale che si allontana dall’asse z
(fare un disegno).

Riportare con cura impostazione e passaggi, semplificare il risultato ottenuto.

a.
r = Rcost Lo
Y:< y=Rsinf 0€l0,2n],te {——,—}
2°2
z=1t
dS = RdOdt

n = (cosf,sin6,0)

17



F= (R®cosBsin” 0, R® cos® 0 sin 0, \t]?’)
F-n = (R®cosfsin® 0, R cos® §sin 6, |t|3) - (cos#,sin 6, 0)

= 2R3 cos? Hsin’#

©(£.%)= [ [ Fonds
27rZ g
= / / (2R3 cos? 6 sin? 0) RdOdt
0 J-
27
= 2R4h/ cos? f sin® Hdp
0

2w 1 1
= 2R4h/ ~sin? (20) df = =7 R*h.
.4 2
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1. Si consideri la lamina piana materiale 2 di massa m rappresentata nel piano zy dal

trapezio di vertici:
3 3
(O7 0) ) (a’ 0) ) <g7 \/7_@) ) <07 \/7_6L>

con a > 0 costante avente le dimensioni di una lunghezza. Calcolare il suo momento d’inerzia
rispetto all’asse y.
St raccomanda di fare una figura, scrivere la rappresentazione analitica di €2 e prestare cura
nell’itmpostazione.

_ 8m /2@1(1_ y >3a3d _sm [ a 3(1_ y )4
3vV3a2 )y 3 av/3 y_9\/§ 4 a3

0

2. Si consideri un solido materiale omogeneo €2 di massa m, formato da un cilindro di altezza
h e raggio R, con base sul piano xy, centro della base nell’origine, asse lungo 1’asse z positivo,

19



a cui sia stato tolto un cono di uguale base e altezza (ma “capovolto”). Si veda la figura:

Si chiede di:
-calcolare il volume di € (senza usare integrali!);
-scrivere la rappresentazione analitica di §2 adatta al calcolo dell’integrale per fili;

-calcolare il centroide del solido (sfruttando le simmetrie).

3

e {(x’y’z):x”fém,oys %vxuyz}.

Per simmetria, ¢ = yo = 0.
3 RV dz | dxd
or R2h / L2+y2§R2 /0 R R

/1,
Ze = — zdrdydz =
€

- dzd
27TR2h//w2+y2<R22R . +y) vy
3h RY 3
47rR427T/0 oo = opig = gh

Pertanto il centroide ha coordinate: 5 )

0,0,<h
<’78

1 2
Q| = 7R*h — gwRQh = —mR?h.

3. Si calcoli il lavoro del campo vettoriale
E (‘/E7 Y, Z) = (_y7 z, Z)
lungo I'arco di curva ~ di equazioni parametriche

xr = Rcos®t
y= Rsin®t tc|0,2n],
z=ht

20



con R, h costanti positive. Riportare I'impostazione e i calcoli e semplificare il risultato
ottenuto.

t) = (R cos®t, Rsin®t, ht)

) = (—3Rcos*tsint, 3R sin®t cost, h)

) = (—Rsin®¢t, Rcos’ t, ht)

F(r(t)-r'(t)= (—Rsin®t, Rcos®t, ht) - (—3Rcos® tsint, 3R sin’ t cost, h)
3R? (sin4 tcos® t 4 cos® t sin® t) + h?t

= 3R%*sin®t cos® t + h*t.

27
L= [Eoar= [ By o
¥ 0
27
= / (3R2 sin®tcos®t + h2t) dt
30 2 27
=~ R? / sin? (2t) dt + h? / tdt
4 0 0
3 472 3
4

TR 4+ h27 = Zw}? + 2m2h2.

4 Si consideri la superficie materiale 3, non omogenea, di forma sferica di centro ’origine e
raggio R, avente densita
2\
d(x,y,2) = (1 + =)
dove 1 > 0 € una costante avente le dimensioni di una massa. Calcolare il momento d’inerzia

rispetto all’asse y. (Attenzione! NON attorno all’asse z).
Si raccomanda di scrivere anzitutto le equazioni parametriche di ¥ e il suo elemento d’area.

x = Rsin¢cos
Y:¢ y=Rsingsing ¢ € [0,7],0 € [0,27].
2z = Rcos¢.

dS = R?*sin ¢dodo.
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I= //z (* +2%) 6 (z,y,2)dS
2 ™
= /0 (/0 [(Rsin ¢ cos 0)* + (R cos ¢)2] (1 + @) %RQ sin¢d¢> df
™ 2
= nR? (/0 /0 [(sin ¢ cos 0)* + (cos gb)ﬂ df (1 + |cos ¢|) sin gbqu)

= pR? ( /O i [(sin ¢)* + 2 (cos )] (1 + |cos ¢]) sin ¢d¢)

3

2

(14 cos o) (2 — sin? ¢) sin ¢d¢>

’ (2 — sin? ¢) sin ¢do + /2 cos ¢ (2 sin ¢ — sin® ¢) d¢} =27uR*{A+ B} .
0

|
DN
N
=
=y
[
/_/H /\
O\
Bl

Ik 1 3

B — |sin? _Smgb _q,_1_3

{sm¢ i, 1= 1
3 34]% 1 4
A:/ (1+COSQ¢)Sin¢d¢:|:—COS¢—COS ¢} =14+-=-
0 3 1 3 3

percio

4 3 25
I=2muR*( -+ > ) = =nuR%
T (3+4) 67T/L

5. Si consideri la funzione 2-periodica definita in [—1,1] da

[ zperzel0,1]
f(m)_{ OI;I))erxe[—l,O]

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, semplificare opportunamente I’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.

a. La funzione é continua ma non soddisfa la condizione di raccordo, inoltre & regolare a
tratti (con punti angolosi). Percio la serie di Fourier di f converge puntualmente a f in
(—1,1) mentre nei punti +£1 converge a (f (—=17)+ f(17)) /2 = 3, e i suoi coefficienti di
Fourier tendono a zero senza soddisfare stime quantitative.

22



b. La funzione non & né pari né dispari. Poiché T'= 2, w = 5F =,

o [T/2 1 1
ap = — f (z) cos (kwx) do = / f (z)cos (kmz) dx = / x cos (kmx) dx
T -T/2 -1 0
per k> 1
1
= [—xsm kmc} / —sin (krz) d
km
1 1
= | & cos (lmrx) i = (lmr)2 (cos (km) —1).

1
bk:/ xsin (krx) dx
0

= [—kia:cos lmx} / — cos (kmz) dx

™

= =y cos (km).

La serie di Fourier di f &

f(x)= % + Z ay cos (kmz) + by sin (knz)
JR— 1 1 :
=7 + kz:; { [(lm)z (cos (km) — 1)| cos (kmx) — 7 €08 (k) sin (k:ms)} :

Grafico di f (z) insieme alla sua somma parziale di Fourier fino a n = 10:
1.0 } /
08 : /

23



Seconda prova in itinere di Analisi Matematica 2
Ingegneria Elettronica. Politecnico di Milano

A.A. 2022/2023. Prof. M. Bramanti
Svolgimento Tema n°4

QU= | W N|+—
ESIEN RN NI RCN

Tot. | 33

1. Sia () la regione piana descritta in figura:

Calcolare 'integrale doppio

e semplificare il risultato ottenuto.

1 x 2 1
// e dxdy =/ (/ a:Qe_””ydy) dﬂc+/ (/ a:ze_xydy> dx
Q 0 0 1 0
—qy? 2 —zyl/
<m2 [e ] )daz—i—/ z? {e } dx
—XT 0 1 —XT 0

72 e‘””21 1 227’
“ |22 0*“‘6 ) EL
(1 et o (41
—<5+7‘5>+<1‘6 )(T>
et 3 3 1
=gt =0



2. Si consideri il solido materiale non omogeneo €2 descritto dal cilindro di raggio R e altezza
h con asse sull’asse z > 0 e base sul piano zy, avente densita:

6 (z,y,2) = 2R — (® + %)) him,

dove p > 0 & una costante avente le dimensioni di una massa. Calcolare la massa totale m
del solido e la coordinata z. del suo baricentro.

a. Calcoliamo anzitutto la massa totale:

m = /// (z,y,2 da;dydz_/ (//MWRQ (2R* — (2° +y))hR4dxdy)d

——h27r/ (2R — %) pdp = " | R2p? — P2 Bp 3
hR? A #) pdp = T 1|, " R 1t T2

:l///zé(x,y’z)dl»dydz
m
2
37‘-# (/ L2+y2<R2 2R (x +y )) hR4d$dy) dz
_ 2 s
~ 37hR% </O Zdz) (/ L2+y2SR2 (2R* — (2* + %)) dxd;,)

2 h? R,
- ) 2R? — p?) pd
3rhR! 2(”/0 ( p)pp)

on (R 2h P
_ e IR2) — 3 2 2 P

3R /0 RRp—p")dp = 37 [R 4]0
_2h 3, _h

T 3R 4 2

3. Si calcoli il lavoro del campo vettoriale piano

E _ (_ya $)

lungo I’arco di curva v di equazione polare

p = Rle™ per z € [0,27].
Riportare l'impostazione e i calcoli, e semplificare il risultato ottenuto.
La curva ha equazioni parametriche:

r () = (Re ? cos§, Rie ? sin 0)
= Rfe™ (cos B, sinf) ,
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per cui si ha:

' (0) = R (e’ (1 —0)) (cos 0, sin6) + Rfe™® (—sin 6, cos )
=Re " (1 —0)cosh —Osinb, (1 — ) sinh + 0 cosh).

F(x(6)) = (— sin6, cos6)

F(r0)-r(0) =Re’((1—0)cosh —Osind, (1 —0)sinh + 0 cosh) - (—sinb, cos )
=Re ™ (— (1 —0) cosOsinf + Osin® 0 + (1 — 0) sin 6 cos § + 6 cos® 0)
= Rfe™’.

quindi il lavoro ¢

L:/E~d_:/%E(f(e))-f'(@)dH:R 2Tree*f’de

0
2T
=R [—9670]2W + / eedﬁ} =R {—27re’27r +1-— 672”}
0
R

(1—e? (142m)).

4. Sia ¥ la superficie generata dalla rotazione attorno all’asse z della curva v (ellisse)
descritta nel piano xz dalle equazioni parametriche:

{ =R+ 1rcos¢

2 = Lsing per ¢ € [0, 27]
2

dove R > r > 0 sono costanti fissate. Dopo aver scritto le equazioni parametriche di ¥ e il
suo elemento d’area, calcolare I'integrale di superficie

//2 2] ds.

Poiché &) 5
Jr=a = R+ rcos
7'{z:b(¢):§sin¢ per ¢ € [0, 27]
le equazioni parametriche di ¥ sono
x = (R + rcos¢)cosf
Y:¢ y=(R+rcosg)sinf ¢ €l0,2n],0 € [0,27]
z=35sin¢

e I’elemento d’area &
45 = a (8)] \/a (8)° + V' (6)*dodt
2 r 2
= (R+ rcos o) \/(—r sing)” + (5 cos qb) dpdb

= (R + rcos o) 7“\/81112 o+ i cos? pdpdl.
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gsin gb‘ (R4 rcos o) r\/sin2 o+ i cos? gbdgb) de

2 [ p2n
[ faas=[7(/
zzw{%ﬂ/jﬁ |sin ¢| \/sin2gb—|—i(2082 ¢dq5+%3/02W|Sin¢|cosgb\/sin2¢+icosQ ngdgb}
:27T{RTT22/0F5111¢\/1—zcosngd(vaO}
= 21 Rr? /07r singy/1 — 20082 ¢dp  [cos ¢ = t]

1 /3 Y
= 7TR7“2/ 1 — —t2dt = 47rR7“2/ 1 — —#2dt
1 4 0 4
Tt =sinu

509 2
= 47 Rr? / — cos’udu = 4nRr? - — [
0o V3 V3

4 4
= —mRr? (\/Tg + g) = wRr? (1 + %ir) .

jus
Slnucosu—I—u] 3

B 0

5. Si consideri la funzione 4-periodica definita in [—2, 2] da

[ 1—a%per |z| <1
f(m)_{()per1<|x|§2

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, semplificare opportunamente I’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.

a. La funzione & continua e soddisfa la condizione di raccordo, inoltre & regolare a tratti (con
punti angolosi). Percio la serie di Fourier di f converge puntualmente a f in [—2,2] e i suoi
coefficienti di Fourier saranno o (1/k).
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b. La funzione & pari, percio by = 0 per ogni k. Per calcolare gli a;, poiché¢ T'= 4, w = %Tﬂ =7,

2 T/2 4 T/2 2 T
= i f (z) cos (kwx) dx = T ), f (x) cos (kwx) do = /0 f(x) cos (k;gx) dx
1
T
= 1—2%)cos (k=z)dr
f e (150)
per k> 1

La serie di Fourier di f ¢
f(x)= % + ; ay, cos (kgx)

= % + 2 {—% cos (k%) + % sin <kg)1 cos (kg:c) .

Grafico di f (z) insieme alla sua somma parziale di Fourier fino a n = 10:

."a [,
P N
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