Seconda prova in itinere di Analisi Matematica 2

Ingegneria Elettronica. Politecnico di Milano Es. | Punti
A.A. 2023/2024. Prof. M. Bramanti 1
Tema n°1 2
3
4
5
Tot.

Cognome e nome (in stampatello)

codice persona (o n°di matricola)

n°d’ordine (v. elenco)

1. Sia €2 una lamina materiale piana, non omogenea, descritta nel piano zy dal cerchio di
centro (R,0) e raggio R, avente densita superficiale

1
§ () = L oy

(dove R, i1 sono costanti positive aventi le dimensioni di una lunghezza e una massa, rispet-
tivamente). Dopo aver scritto opportunamente la rappresentazione analitica di €2,

a) calcolare la massa totale della lamina,;

b) calcolare il suo baricentro.

Si raccomanda di fare una figura, sfruttare le simmetrie, prestare cura nell'impostazione, e
semplificare il piu possibile i risultati ottenuti.

2. Si consideri il solido €2 descritto analiticamente da:

2 2 2 2

X Y T y
Q:{(%972)-?4-?Sl,nggh(l_E_b_z)}’

dove a, b, h sono costanti positive assegnate, aventi le dimensioni di una lunghezza. Calcolare
il volume di €2 e il suo centroide. Si raccomanda di prestare cura nell’'impostazione e sfruttare
le simmetrie.



3. Calcolare il lavoro del campo vettoriale

E('TuyVZ) = (3/713722)

lungo 'arco di curva

r = 2cos®t 5
v y=2sin’t t€|:0,—71':|.
z=1 4
5

4. Sia ¥ la superficie (porzione della superficie torica contenuta nel semispazio z > 0)

generata dalla rotazione attorno all’asse z della semicirconferenza v assegnata nel piano zz
dall’equazione

r=R+rcos¢

v { ¢ € 0,7]

z=rsing

dove R > r > 0 sono costanti fissate. Dopo aver scritto le equazioni parametriche di ¥ e
calcolato I’elemento d’area di X2,

a. calcolare I'area di X;

b. calcolare il centroide di X.

5. Si consideri la funzione 2-periodica definita in [—1,1] da

fx)=2*1-2).

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa ¢ possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa ¢é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier a; di f. Non si richiede il calcolo dei
coefficienti by,.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.
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1. Si consideri la lamina piana materiale 2 omogenea di massa m racchiusa dalla curva di
equazione polare
p=Re’ per 0 € [0, 27]

con R > 0 costante. Calcolare 'area di ) e il suo momento d’inerzia rispetto all’origine
(cioé rispetto a un asse perpendicolare al piano della lamina e passante per l'origine). Si
raccomanda di curare I'impostazione e semplificare il risultato ottenuto.

2. Si consideri il solido materiale non omogeneo €2 (a forma di cono circolare) descritto
analiticamente da:

Q:{(;p,y,z):ze [O,h],m§R<1_%>}

e avente densita
153

=R

dove R, h,u sono costanti positive aventi le dimensioni di lunghezza, lunghezza, massa,
rispettivamente. Calcolare la massa totale m e il momento d’inerzia I di €2 rispetto all’asse
z. Dopo aver calcolato entrambi, esprimere il valore di I in funzione di m, R, h anziché di

w, R, h.

d(z,y,z2)

3. Sia v la curva (chiusa, semplice) di equazione parametrica
r (t) = (cos (4t) + 4 cost,sin (4t) + 4sint), t € [0,27],

e sia () la regione limitata racchiusa da . Calcolare 'area di () utilizzando la formula
dell’area dedotta dalla formula di Gauss-Green.
Riportare impostazione e passaggi.



4. Sia ¥ la superficie grafico della funzione

CL’Q—

f(oy) = per a? + 3 < R?

(con R > 0 costante fissata). Dopo aver calcolato I’elemento d’area su 3, calcolare 'integrale

di superficie:
/ / 2] dS.
b

5. Sia ¥ la superficie ottenuta facendo ruotare attorno all’asse z la curva v che nel piano zz
ha equazioni parametriche:

x = Rcos’t [_f q

2= Rsin®t 272

con R > 0 costante fissata. Dopo aver scritto le equazioni parametriche di X, si calcoli il

flusso del campo vettoriale
F=(z,y,z)

uscente dalla superficie . Si richiede di calcolare il flusso facendo uso del teorema
della divergenza, e non calcolando il flusso direttamente dalla definizione. Prestare
cura nell’impostazione, scrivendo per prima cosa una rappresentazione analitica della regione
tridimensionale €2 il cui bordo ¢ la superficie X.
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1. Si calcoli I'integrale doppio

- [ [+ e
Q

dove €2 & la corona circolare di centro l'origine e raggi R,2R. (R > 0 & una costante fissata).

2. Si consideri il solido materiale non omogeneo 2 (a forma di piramide a base quadrata)
descritto analiticamente da:

Q:{(x7y,z):z€ [07h],|$|+|y|§R<1_%>}

e avente densita

1z
0 (1773/72) = h2—R27

dove R, h,u sono costanti positive aventi le dimensioni di lunghezza, lunghezza, massa,
rispettivamente. Calcolare la massa totale e il baricentro di €2, utilizzando opportunamente
le simmetrie.



3. Si consideri il campo vettoriale piano:

2

2x%y 2y
_ 2 2 2 2
F(z,y) = <ylog(:€ +y ) +—x2+y2,xlog($ +y)+x2+y2)'

a. Si verifichi se il campo é irrotazionale o meno nel suo dominio di definizione €.
b. Si stabilisca se il campo é conservativo o meno nel dominio €2, calcolando in caso affer-
mativo un potenziale di F'.

4. Sia . la superficie ottenuta facendo ruotare attorno all’asse z la curva ~ che nel piano zz
ha equazioni parametriche:

x = Rcos®t [_z q
2= Rsin®t 272

con R > 0 costante fissata. Dopo aver scritto le equazioni parametriche di ¥, I’elemento
d’area di ¥, e aver individuato gli eventuali punti singolari della superficie, calcolare 'integrale

di superficie:
/ / |zy| dS.
b

5. Si consideri la funzione 27-periodica definita in [—m, 7] da

f(z)=al”.

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, semplificare opportunamente I’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.
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I—//]xy]d:cdy

dove (Q ¢ la regione rappresentata in figura (dove A = (1,0), B (0,1),C = (—1,0) e la curva
che unisce A e C' ¢ una semicirconferenza). Si raccomanda di sfruttare le simmetrie e curare
I'impostazione analitica del calcolo.

1. Calcolare 'integrale doppio

2. Si consideri il solido semiellissoidale descritto da:

2,2 2
Q:{(x,y,z).x—+:z—2+z—<1 z>0}

con a, b, ¢ costanti positive aventi le dimensioni di una lunghezza. Calcolare volume e cen-
troide di €2, sfruttando opportunamente le simmetrie.



3. Calcolare il lavoro del campo vettoriale
F = (—yz,azz,z4)

lungo 'arco di curva
x = cos (2t)
v:{ y=sin(2t) pert e [0,27].

2=/t

Riportare impostazione e passaggi intermedi.

4. Sia ¥ la superficie ottenuta facendo ruotare attorno all’asse z la curva « che nel piano zz
ha equazioni parametriche:
r = Rcos®t L e [_W 77}
2= Rsin3t
con R > 0 costante fissata. Dopo aver scritto le equazioni parametriche di X, si calcoli il

flusso del campo vettoriale
F=(z,y,2)

uscente dalla superficie X. Si richiede di calcolare il flusso direttamente dalla definizione,
senza fare uso del teorema della divergenza. Prestare cura nell’impostazione, ripor-
tando i passaggi relativi.

5. Si consideri la funzione 2-periodica definita in [—1, 1] da

fx) = x|zl

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, semplificare opportunamente I’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.
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1. Sia € una lamina materiale piana, non omogenea, descritta nel piano zy dal cerchio di
centro (R,0) e raggio R, avente densita superficiale

"
5 () = L oy

(dove R, i1 sono costanti positive aventi le dimensioni di una lunghezza e una massa, rispet-
tivamente). Dopo aver scritto opportunamente la rappresentazione analitica di €2,

a) calcolare la massa totale della lamina;

b) calcolare il suo baricentro.

Si raccomanda di fare una figura, sfruttare le simmetrie, prestare cura nell’impostazione, e
semplificare il piu possibile i risultati ottenuti.

Q={(z,y): (¢ = R’ +* < R}
= {(z,y) : 2> — 2Rz + y* < 0}.

Per sfruttare le simmetrie, ci servira anche il semicerchio Q% che sta nel semipiano y > 0,

0" = {(@.9) 12 € [0,2R].0 <y < VIRz — )

; W)

_ § (z,y) dedy = = dedy = 22 dxd
m //Q (z,y) dzdy R4//Q|xy!xy Ri | [, mvdrdy
2,[,L /2R /\/ 2Rz —x2 d d 2[1/ /2R 2R$ - [EQ d
- — rar = — — | xax

R, . 4y R ), 2

2R 9 172R
= i/ (2R2® — 2°) dz = i {—sz?’ - x_]
0 4]y

R4 R* |3
_ M (16, s _ 4

b) Per simmetria il baricentro avra yo = 0, mentre

1
= — = ——2
To —~ //Qggd (x,y) dedy = LR //Q+ T ydxdy

9



3 2R 2Rx—x?
:—4/ / ydy | x°dx

2 0 0

3 [*F[(2Rx — 2%\ ,

3 [ 3 [Ra* 577"
- = 2 3—4d:— e
434/0 (28" — ) dr 44[2 5}0
3 32\ 38 6

iR (_E)_Z s =5l

Il baricentro é: (gR, 0) :

2. Si consideri il solido 2 descritto analiticamente da:

2 2 2 2
QZ{(x,y,Z).x—Jr‘Z—leo<z<h(1_f__?;_2)}

a?

dove a, b, h sono costanti positive assegnate, aventi le dimensioni di una lunghezza. Calcolare
il volume di €2 e il suo centroide. Si raccomanda di prestare cura nell’'impostazione e sfruttare
le simmetrie.

Poiché Q ¢ il sottografico della funzione f (z,y) = h <1 - 2_2 - i’—j) sul dominio piano A =
{(x,y) &+ y < 1} il volume di Q é:

22 2
Q| = //fa:ydxdy—// e (1—¥—%)d:€dy

usando le coordinate polari ellittiche, v = apcos 8,y = bpsin 0, dxdy = abpdpdf, si ha:

0] = /OQW (/Olh (1- ) abpdp) a0

1
= 27rhab/ (1 — p2) pdp
0

1 0 7
. (1 —,02) } = §abh.

= 2mhab [—4 )

Per simmetria, il centroide C' avra x¢ = yo = 0, mentre

1
zo = @///dexdydz

2 n(1-5-%)

= zdz | dzdy
mabh ) Je2 2 <1\ Jo

72 yz 2

= —— — = | dxd

Wabh//+y<12< a2 b2) v

10




ancora con le coordinate polari ellittiche,

h ! 2
=" 2m (/o (1 — p2) abpdp)
1
- Qh/ (1—p?)* pdp = 2h {—é (1- ,02)3}
0

1 h
3

1

0

e il centroide ¢ C' (0, 0, %) .
3. Calcolare il lavoro del campo vettoriale

F(z,y,2) = (y,z,2°)

lungo I’arco di curva

xr=2cost

. 3 )

v:iQ y=2sint Zf€|:0,—71'].
z=1 4

5

t
r(t) = (2 cos’ t,2sin’ ¢, 5)

1
r'(t) = (—6 cos’tsint, 6sin®t cost, 5)

t2
F(r(t) = (2 sin®t, 2 cos® t, %>

5
am t2 1
L= /E ~dr = / (2 sin®t,2 cos® t, —> . <—6 cos® tsint, 6sin®t cost, —) dt
- 0 25 )

5
aT t2
= / (—12 cos?tsint*t + 12 cos* tsin? ¢ + —) dt
0

125
%71’ t3 5m/4
= / 12sin® ¢ cos® ¢ (COS2 t — sin? t) dt +
0 3-125],
g g
= / 3sin? (2t) cos (2t) dt + i
0 343
~ [sin®(2¢) /e N ™ 1 N 73
B 2 ], 3-64 2 192

4. Sia X la superficie (porzione della superficie torica contenuta nel semispazio z > 0)
generata dalla rotazione attorno all’asse z della semicirconferenza v assegnata nel piano xz
dall’equazione

73{ r=R+rcoso é € [0,7]

z=rsing

11



dove R > r > 0 sono costanti fissate. Dopo aver scritto le equazioni parametriche di ¥ e
calcolato ’elemento d’area di X,

a. calcolare 'area di X;

b. calcolare il centroide di X.

a. La superficie ¥ & generata dalla rotazione attorno all’asse z della curva

Jx=a(t)=R+rcos¢
Py'{z:b(t)zrsinqb ¢ €10,7]

percio ha equazioni parametriche
x = (R + rcos ) cosf
Y:¢ y=(R+rcos¢p)sinf ¢ e |0,7],0 € [0,27]

z=rsing

e elemento d’area

= |a (t)| \/a' (t)* + ' (t)*dtdd = (R + r cos @) rdeds.

m_/éw

= 27T/ (R + rcos @) rde = 2mr - TR.
0

L’area é:

b. Per simmetria, il centroide C' avra coordinate xc = yo =0 e

zo = ]Z]// =g 7rR / rsin ¢ (R + rcos ¢) rdo

=7 /0 (Rsin ¢ + rsin ¢ cos ¢) do

:#ﬁf%m%¢+gmﬁﬂZ:#§@R+oy:—
Percio il centroide & (O, 0, %7")
5. Si consideri la funzione 2-periodica definita in [—1, 1] da

f (@) =2 (1-2).

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa é possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier a; di f. Non si richiede il calcolo dei
coefficienti by,.

12



Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.

a. La funzione periodizzata ¢ discontinua su R ma regolare a tratti. Percio la serie di Fourier
di f converge puntualmente a f in (—1,1) mentre negi estremi dell’intervallo converge a

f(=1)+f(17) 2+0
2 2

1.

20-

06+

—_—
. _ —_— —
—1.0 —05 05 10

I coeflicienti di Fourier tenderanno a zero senza essere necessariamente o (%)

b. La funzione non ¢ né pari né dispari. Per il calcolo dei coefficienti a; conviene sfruttare
che f (z) = 22 — 23 con x? pari e —2? dispari, percio, poiché¢ T'= 2, w = 27 /T = T,

1

ay = % / Z £ (2) cos (kwz) dx = / (2% — %) cos (krx) do

1

1 1
= / 2% cos (krx) dr = 2/ 2% cos (k) dx.
- 0

1

Calcoliamo, per k£ > 1,

1 . 1 1 .
ar = 2/ 2% cos (k) dx = 2 { |::L‘2M:| - / Qdex}
km o Jo km

0
4 [* 4 cos (kraz)]" ! cos (k)
k’7T/0 xsin (krz) dx kﬂ{[ T L—i—/o = T

) et

1
2

a0:2/ w2dr = =,
0 3

13



Seconda prova in itinere di Analisi Matematica 2
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1. Si consideri la lamina piana materiale 2 omogenea di massa m racchiusa dalla curva di
equazione polare
p=Reé’ per 0 € [0,2n]

con R > 0 costante. Calcolare l'area di {2 e il suo momento d’inerzia rispetto all’origine
(cioe rispetto a un asse perpendicolare al piano della lamina e passante per lorigine). Si
raccomanda di curare I'impostazione e semplificare il risultato ottenuto.

In coordinate polari la lamina é descritta da:
Q={(p,0):0€0,2n],pe [0,Re]}.

L’area ¢ (per la formula che discende dalle formule di Gauss-Green):

Q| = /f )2 do = / R%e*d

_532{2}0 B (e -

I = ﬁ// (:Bz—i-yQ) dxdy
Q[ Ja
(in coordinate polari)

m 27 /Ree ) 4m 27 104 Ref
= — p pdp | df = —/ {—} do
12| Jo 0 R? (efm —1) Jo 41,

l\DI»—t

Il momento d’inerzia é:

2. Si consideri il solido materiale non omogeneo €2 (a forma di cono circolare) descritto
analiticamente da:

Q:{(x,y,z):ze [O,h],\/ng(l_%>}

14



e avente densita

uz
5 (%%Z) - hQ—.R27

dove R, h,u sono costanti positive aventi le dimensioni di lunghezza, lunghezza, massa,
rispettivamente. Calcolare la massa totale m e il momento d’inerzia I di €2 rispetto all’asse
z. Dopo aver calcolato entrambi, esprimere il valore di I in funzione di m, R, h anziché di

w, R, h.

a) La massa totale sara:

m:///é(x,y,z)dxdydz:/ XY (// dxdy) dz.
Q 0 12+y2<R

Ora, l'integrale doppio interno rappresenta ’area del cerchio di raggio R (1 — %), uguale ad
A=1R? (1 — %)2 . Quindi

2 T 22 22
m= /h2R2 1—E) dz:ﬁ Oz(l—F—i-ﬁ)dz

B /h _222+z3 gs = T 22_2z3+z4h
_h2 A R iy N [N VAT
Tl 2 1] 4 7
— h
02 [2 3+4}

b) Il momento d’inerzia sara:

1:/// (® +y*) 0 (z,y, 2) dedydz
- /o h?R? (// x2+y2<R (x2 " y2) dxdy) *

calcolando in polari I'integrale doppio interno

h R(1-%)
Hz hog
= 2 dp | d
[ W( [ p) :
4
o (" [(R*(1—%) 7T,uR2 h 2\ 4
_h2R2/OZ< 4 dz 2h2/oz(1_ﬁ> dz

(1 — % =t;dz = —hdt;t € (1,0))

TuR? 1 A 7r,uR2/1 4 s TuR* (1 1 T
- h(1—t)t*hdt = %) dt = o2 = TR
2h2/0 (1-1) 2 0( ) > \576) " w0l

Poiché m = {5 pu, u—gme

T 12 1
[= S uR? = ZR2=Zm = —mR2
60" 60" 7T "

15



3. Sia 7y la curva (chiusa, semplice) di equazione parametrica
r (t) = (cos (4t) + 4 cost,sin (4t) + 4sint), t € [0,27],

e sia () la regione limitata racchiusa da ~. Calcolare 'area di ) utilizzando la formula
dell’area dedotta dalla formula di Gauss-Green. Riportare impostazione e passaggi.

1
9/ =5 [ (ady — yio).
gl
Poiché
r' (t) = (—4sin (4t) — 4sint, 4 cos (4t) + 4 cost) ,
1
5 / (vdy — ydz)
2Jy
1 27
=3 / {(cos (4t) + 4 cost) (4 cos (4t) + 4 cost) — (sin (4¢) + 4sint) (—4sin (4t) — 4sint)} dt
0
2
=2 {(cos (4t) + 4 cost) (cos (4t) + cost) + (sin (4t) + 4sint) (sin (4¢) + sint)} dt
0
2T

=2 {1+4+5cos(4t)cost + 5sin (4t)sint} dt
0

2m
= 10/ {1+ cos (3t)}dt = 10 (27 + 0) = 20m.
0

4. Sia X la superficie grafico della funzione

2

f(zy) = 7

per 2 + 3 < R?

(con R > 0 costante fissata). Dopo aver calcolato I’elemento d’area su ¥, calcolare I'integrale

di superficie:
/ / |z| dS.
b

ds = \/1 + |Vf (z,y)dzdy

Vf(zy) = ) }; )

L’elemento d’area é:

4
ds = \/1 + i (22 + y?)dzdy

[ f[as=] ]
b)) z2+y2<R?

I2—y2

R

4
\/1 + T (2% + y?)dxdy

16



in coordinate polari

B2 52 cos? 0 — p?sin? 0 4
= / ( / . p ’ d9> V1t riede
/ \/ 1+ = p2p’dp |cos 20|d0 ) = lA - B.
R2 0 R

Per calcolare A, poniamo

4,
4, ., 4
1+ﬁp =t ﬁpdp:tdt; te[l,\/ﬂ

V5 2 p2 4
A :/ t-(t*—1)— gy = (t4 — %) dt
1 1

4 4 16
CRY[P £ R 255 5v5 11
T 16 |5 31 T 16 5 3 5 3
R

—_
(=}

3 15

_ 4(M+z>'

/4 . w/4
B = / cos20df = 8 [sm 26] =4.
0 2 o

1 R* (10V5 R3 [10/5 2
= 4= =224 2,
//Hds R16< +15) 4( 3 +15)

5. Sia ¥ la superficie ottenuta facendo ruotare attorno all’asse z la curva 7y che nel piano zz
ha equazioni parametriche:

Percio

xr = Rcos®t ‘e [_W 77}
2= Rsin®t

con R > 0 costante fissata. Dopo aver scritto le equazioni parametriche di X, si calcoli il
flusso del campo vettoriale

E - (I7y72)

uscente dalla superficie 2. Si richiede di calcolare il flusso facendo uso del teorema
della divergenza, e non calcolando il flusso direttamente dalla definizione. Prestare
cura nell’impostazione, scrivendo per prima cosa una rappresentazione analitica della regione
tridimensionale €2 il cui bordo ¢ la superficie >.

[ z=a(t)=Rcos®t T
7'{z:b(zf):Rsin?’zf te[_ ]
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x = (Rcos®t) cosf
Y:< y=(Rcos*t)sinf te [—
z = Rsin®t

Sia () la regione tridimensionale il cui bordo ¢ ¥. Per il teorema della divergenza, si avra

@(E,Z)://E-QdS:///diVEda:dydz:///3d:vdydz=3|Q|,
) Q Q

quindi si tratta di calcolare il volume di 2. Per la simmetria della curva v rispetto all’asse
T, sara

™ T

— 27| .
2,2],96[0, 7]

Q =2|QF|

dove QT ¢ la porzione di ) contenuta in 2z > 0. Essendo ¥ una superficie di rotazione
)
possiamo rappresentare il dominio QF “per strati” al modo seguente. Ponendo

p=Vit+y?

{ p < Rcos’t

deve risultare

L _ Rainty CONZE 0, R],

quindi per eliminare il parametro ¢ scriviamo:
223 = R?Bgin?t = R?/3 (1 — cos? t)

- (5) s (8)
)< R [1 B (}%)2/3]3/2.

o {(a:,y,l“) re [(),R],\/mﬁpb[l— <3>2/3}3/2}

R

R
Q*z///ddd:/ // ydxdy | d
‘ ‘ o rayaz ; —z2+y2§R[1—(%)2/3r/ ray Z
R 2/373
_ 201 _ (~
_/0 TR {1 (R) ] dz

z = Rt;dz = Rdt;t € [0, 1]

1
®(F,%) =30 =3-2]|Q7| = 67f32/ 17" Rat
0

1 811!
= 67rR3/ (1—3¢%3 4+ 34 — ) dt = 67 R* |t — 355/ 4 328 L
0 5 7 31,

9 9 1 5.7-3—-7-3-94+5-3-9-5-7
=6mR (1 5+7 3> 6T R < 7.3 )

16\ 32
i (35) 35"
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Svolgimento Tema n°3
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Tot. | 33

1. Si calcoli I'integrale doppio

- / / (a2 4 9%) e ) Wy
Q

dove ) ¢ la corona circolare di centro 'origine e raggi R,2R. (R > 0 & una costante fissata).

I = // (xz —l—y2) e—(x2+y2)/R2dxdy
R2<a?+y?<4R?

in coordinate polari

2R Y
= 27r/ p2e " pdp
R

(p = Rt;dp = Rdt)

2
= 27TR4/ B3e ' dt.
1

e
g !
t2 t2 1 t2 t2 2
=——et - (14t
26 e e ( + )

Quindi
2

I =2rR* {—%e_tQ (1 + t2)} =rR* (26_1 — 56_4) .

1

2. Si consideri il solido materiale non omogeneo €2 (a forma di piramide a base quadrata)
descritto analiticamente da:

Q:{(x’y,z)ize [O,h],’$|+|y|§R(1_%>}

e avente densita
1z

5(3:7:%’2) = W?

19



dove R, h,ju sono costanti positive aventi le dimensioni di lunghezza, lunghezza, massa,
rispettivamente. Calcolare la massa totale e il baricentro di €2, utilizzando opportunamente
le simmetrie.

La massa totale sara:

m = o (x,y,z dxdydz:/ // dxdy dz.
///Q (®:92) 0 h232< el +y|<R(1

Ora, l'integrale doppio interno rappresenta l'area di un quadrato la cui semidiagonale &
=R (1 — —) quindiil latoe [ = R (1 — %) V2 e larea ¢ A =2R? (1 — %)2 Quindi

2 N2 2p " 2z 22
m = /h2R22R E> dz—ﬁ i Z(1_7+ﬁ dz

B 2z2+z3 q 2/ 22 223+z4 "
_h202 hn2) T e 3h ' 4h?,
1
6

Per le simmetrie, il baricentro avra z¢c = yo = 0 mentre

1
o= E/// 20 (x,y, z) dedydz
= — dxdy | dz
H/o h?R? (/ /|x|+|y<R )
6 [ p? z 12 9 2z 22

12 h(2 223 z4) 12[ 274 z5r
= — 2= ==+ = |dz = -~ ot
0

h? h h? h? |3 4h  5h
—1on (st t) = h=n
3 2 5 30 5

Il baricentro ha coordinate (O, 0, %h) .

3. Si consideri il campo vettoriale piano:

2

2x%y 2y
_ 2 2 2 2
F(x,y) = (ylog(:c +vy ) +—x2+y2,xlog(x +y)+x2+y2).

a. Si verifichi se il campo ¢ irrotazionale o meno nel suo dominio di definizione 2.
b. Si stabilisca se il campo & conservativo o meno nel dominio €2, calcolando in caso affer-
mativo un potenziale di F.

20



20" 52Tty 2
% 4y (22 +9?)°

2 2+y2)+x2(:€2—y2)
= log (2% + 2+2(y (z )
sl @+’

(F1)y = log (ZE2 + y2) +

(F), =log (m2 + y2) + .

2 (.2 2 20,2 2
:log($2+y2)+2(x (= +9) +v° (y w))

2(z* 4+ y*)
(22 + 32)?
Quindi il campo ¢ irrotazionale in Q = R?\ {(0,0)}.
b. Essendo il campo vettoriale irrotazionale in {2, che pero non ¢ un dominio semplicemente

connesso, non possiamo garantire che sia conservativo senza determinarne un potenziale.
Cerchiamo quindi un potenziale U (x,y) tale che

=log (2% + ¢°) +

= (F1),

212y
U, (z,y) = F1 = ylog (2% + 4
(z,y) = Fy = ylog (z +y)+x2+y2
Ulx y)—/ ylog(x2+y2)+ﬂ dx
) x2+y2

2 .2 _ 2 .2\ o2
/ylog(m —i—y)dm-y{xlog(m —|—y) /x m2—|—y2dx}

Quindi
222y
_ 2, 2
U(w,y)/<ylog(:v +y)+x2+y2>d:v
222y 222y
_ 2, 2
—:cylog(x +y)—/x2+y2daz—|—/x2+y2dm
= aylog (z* +y°) + f (y) -
Uy (x.y) = xlog (¢% +¢°) + 2y ()= F
y 9 x2+y2 2

quindi f'(y) =0, f (y) = ¢ e un potenziale &:
U(z,y) = aylog (a* +4?) ,
che ¢ definito in tutto 2. Pertanto il campo & conservativo in 2.

4. Sia . la superficie ottenuta facendo ruotare attorno all’asse z la curva ~ che nel piano zz
ha equazioni parametriche:

x = Rcos®t ‘e [_z q
2z = Rsin®t

21



con R > 0 costante fissata. Dopo aver scritto le equazioni parametriche di X, ’elemento
d’area di ¥, e aver individuato gli eventuali punti singolari della superficie, calcolare 'integrale

di superficie:
/ / lzy| dS.
)

[ z=a(t)=Rcos®t [_f q
T z:b(t):Rsin3t 2721
= (Rcos®t) cos 0

P y—(Rcos t)sinf te [

] 6 € [0,27].
2= Rsin®t

7r
272
d' (t) = —3Rcos’tsint, b (t) = 3Rsin’t cost
= la (t)[\/a' (t)* + V' (t)*dtdo
= R (cos®t) 3R |cost sint| dtdd

T

Si hanno punti singolari per cost = 0 o sint = 0, cio¢ per t = —7,0, 3; i punti singolari

corrispondenti sono:

(0,0,R),(0,0,—R)

e la circonferenza di punti singolari

Py =R z2=0.

2m
(/ |(Rcos®t) cos @ (Rcos®t) sinf| R (cos®t) 3R |cos tsint| d@) dt
0

// |zy|dS = /
% 27
= 3R* (/ cos™ t |sin t| dt) (/ |cos 0 sin 6| d@)
_g 0
3 /2
= 3R* (2/ coslotsintdt) (4/ cos 0 sin 9d9>
0 0

— 24 R {—008111 ’ [sm?e] _oapt. L1 BR‘*
1|, .

ol

5. Si consideri la funzione 27-periodica definita in [—m, 7] da

fx) =z’

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, semplificare opportunamente I’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.

22



Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.

a. La funzione periodizzata & continua su R e regolare a tratti (con punti angolosi). Percio
la serie di Fourier di f converge puntualmente a f in [—m, 7]. I coefficienti di Fourier saranno

o(})

b. La funzione ¢ pari, percio b, = 0 per ogni k. Per calcolare gli ay, poiché T' = 2,

= %/_Wf(x)cos(lm)dx— %/Owﬁcos(/{:x)dx

per k> 1

N e
:_% wa2sin(/€$)d$: ]m{[ 2cos]ikx)]0 /07r x%dw}
(

k 2
:—%{—WQCOS]{ ™) +%/0 x cos (kx) d:c}

= 97 cos (k) — o Hxsmé’“)}o -[ T)dx}
_ %COS (km) + ITQW /07T sin (kx) dx
_Gk_Zcos (km) + ;fﬁ{ coslikx)}:
_ Z_ZCOS (km) + % (1 — cos (kx))
we? [ T T

La serie di Fourier di f &

Qo >
f(z) = ) + Zak cos (kx)
k=1
R L 12
+ Y —cos(km)+ —

T
4 k2 ki
k=1

(1 — cos (kx)) cos (kx) .
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Seconda prova in itinere di Analisi Matematica 2
Ingegneria Elettronica. Politecnico di Milano
A.A. 2023/2024. Prof. M. Bramanti
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~| | D IO

Tot. | 33

1. Calcolare I'integrale doppio

I—//]xy]dxdy

dove € ¢ la regione rappresentata in figura (dove A = (1,0),B(0,1),C = (—1,0) e la curva
che unisce A e C' & una semicirconferenza). Si raccomanda di sfruttare le simmetrie e curare
I'impostazione analitica del calcolo.

Per simmetria,

//]xy|d:1:dy:2// x |y| dxdy
Q Q+

dove Q7 ¢ la porzione di € in cui # > 0, rappresentata da:

Q*z{(:v,y):xe[(),l],ye [—m,l—x]}.

Quindi

Vi—aZ
1 0 1-z
:2/ x{/ —ydy+/ ydy}da:
0 —V1-22 0
1 V1?2 1—x
/ x{/ ydy—l—/ ydy}dx
0 0 0

24
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:2/01%{(1_332)+<1—$>2}dx
—/le(1—:c2+1—2x+x2)dx—/olx(2—2x)d:c
:2/01(m—x2)dx:2{%—%] :%.

2. Si consideri il solido semiellissoidale descritto da:

2 2 2
Q:{(m,y,z).x—+z—2+z—<l Z>0}

con a, b, ¢ costanti positive aventi le dimensioni di una lunghezza. Calcolare volume e cen-
troide di €2, sfruttando opportunamente le simmetrie.

Un argomento di dilatazione mostra facilmente che il volume ¢ abc:(volume della semisfera di raggio 1),
quindi
2
Q] = —7T6LbC

Per simmetria, il centroide C' ha z¢ = yo = 0, mentre

1
zc—@///zdxdydz
V- % %
27Tabc// y <1 /

27Tabc// 2o 2 (1— ( 52» dady

[z = au;y = by, d:z:dy = abdudv]

_ 2
47mb //u2+v2<1 u + )) abdudv

zdz | dxdy

3c / 9 3¢ (! 3
= ——27 1—p%) pdp = — p—p°)dp
Lo [ 0=pdo=% [ (o=
3¢[p? p*1" 3¢ 1 3
2 |2 4], 2 4 3

Il centroide ha coordinata (O7 0, gc) .
3. Calcolare il lavoro del campo vettoriale
F = (—yz,xz, 24)

lungo I’arco di curva
x = cos (2t)
v:{ y=sin(2t) perte[0,2n].



Riportare impostazione e passaggi intermedi.

() = <—2 sin (2t) , 2 cos (2t) #) '

F(r() = (-%Sin (2t) , v/t cos (2t) ,t4/5>

E@®)-r'(t)= (—\%sin (2t) , V't cos (2t) 7t4/5> . (—2 sin (2t), 2 cos (2t), Fﬁ/{))
=2Vt + é

Lz/o%ﬂz(t))-z’(t)dt:/f (2%+%) gt =2 [Zérﬂ—ﬂ

6 |, 5
5} 6/5 27 55 2
=—(2 — =27 | V2 = .
3(7r) —1—5 7T(3\/ 7T+5)

4. Sia X la superficie ottenuta facendo ruotare attorno all’asse z la curva ~ che nel piano zz
ha equazioni parametriche:

= Rcos®t [_f q
2= Rsin®t 272

con R > 0 costante fissata. Dopo aver scritto le equazioni parametriche di X, si calcoli il
flusso del campo vettoriale

E - (%?J:Z)

uscente dalla superficie X. Si richiede di calcolare il flusso direttamente dalla definizione,
senza fare uso del teorema della divergenza. Prestare cura nell’impostazione, ripor-
tando i passaggi relativi.

[ z=a(t)=Rcos®t [_ﬂ 7Ti|
"1 z=0b(t) = Rsin®t '
x = (Rcos®t) cost o
Y:< y=(Rcos*t)sinf te [—5,5],96[0,271'].
z = Rsin®t

Per calcolare ndS calcoliamo:

L J k
r, X ry = |—3Rcos’tsintcosf —3R cos?tsintsinf 3Rsin®tcost
— (Rcos®t)sinf (Rcos®t) cos® 0
L J k
— 3Rcostsint - Rcos®t|—costcos —costsinf sint
—sin @ cos 0

= 3R?cos tsint (—sintcosf, —sintsin f, — cos t)
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Quindi
ndS = £3R?cos tsint (—sint cos f, — sin t sin 0, — cos t) dtdf

e per avere la normale uscente, ragionando sulla componente z, vediamo che il segno da
scegliere é:
ndS = 3R*cos* tsint (sint cos @, sint sin ), cos t) dtd.

Ora sulla superficie é:
F = ((R cos® t) cosf, (R cos® t) sin ), R sin® t)

e 1l flusso uscente é:

0.5 = [ [ Fouds
>
g 2

0

= / (/ ((R cos® t) cosf, (R cos® t) sin ), R sin® t) - (sint cos @, sint sin 0, cos t)) 3R% cos t sin tdt
—3

% 2
= 3R? / (/ (cos3 tsint + sin® ¢ cos t)) cos? t sin tdt
- 0

jus
2

3 3
=3R3. 27r/ cos® tsin? tdt = 127rR3/ cost (1 — sin? t)2 sin? tdt

-z 0

(sint = u;costdt = du;u € [0,1])

1 1
= 127TR3/ (1 — u2)2 uldu = 127TR3/ (u2 —out + u6) du
0 0

3os W) 1 2 1
:ms{“__iﬂ_] :12WR3(__5+_)
0

3 5 ' 7 3 7
35 — 42+ 15 8 32
—127RP (2 ST g (2 ) = 22aRe
g ( 3.5-7 ) i <5-7) 35"

5. Si consideri la funzione 2-periodica definita in [—1, 1] da

f(x) = x|z

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, semplificare opportunamente I’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.
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a. La funzione ¢ continua in [—1, 1] (ma non soddisfa le condizioni di raccordo) ed ¢ regolare
a tratti.

Percio la serie di Fourier di f converge puntualmente a f in [—1, 1] a eccezione dei punti +1
in cui converge a (f (17) + f(=17)) /2 = 0. I coefficienti di Fourier tenderanno a zero ma
non soddisfano una stima di decrescita.

b. La funzione & dispari, percio ay = 0 per ogni k. Per calcolare i by, poiché T = 2,
w = 2?7.( = 7T7
o [T/2 4 (T2 1
bp = = f () sin (kwx) dz = —/ f (z) sin (kwx) dz = 2/ f (z)sin (krz) dx
T ) 1) T Jo 0
1
= 2/ x?sin (knz) do
0

:2{{—Lx cos kmc} / —2x cos (k) dx}
km

__i (k )_|_i / (k )d

= =5 cos (km) + — x cos (kmz) dx

2 4 1
= —Ecos(lm)+a{[axsm lmx} / — sin (knz) dx }

2 4 !

= —7—cos (k) — (Im)2 [ 7 o8 (kﬂx)] .
2

= —7—cos (k) + (]{771')3 (cos (km) — 1)

La serie di Fourier di f ¢

f () =

b sin (k)

W

k=1

W

2 4 .
[—E cos (km) + (/{37'[')3 (cos (km) — 1)| sin (k7x) .

e
Il

1
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