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Tema n°1 2
3
4
5
Tot.

Cognome e nome (in stampatello)

codice persona (o n°di matricola)

n°d’ordine (v. elenco)

1. Sia 2 una lamina materiale piana, non omogenea, descritta nel piano xy dalla porzione di
corona circolare di centro (0,0), raggi R, 2R, contenuta nel semipiano y > 0, avente densita
superficiale

b (r.9) = 5
(dove R, i1 sono costanti positive aventi le dimensioni di una lunghezza e una massa, rispet-
tivamente). Dopo aver scritto opportunamente la rappresentazione analitica di €2,

a) calcolare la massa totale della lamina;

b) calcolare il suo baricentro.

Si raccomanda di fare una figura, sfruttare le simmetrie, prestare cura nell’'impostazione, e
semplificare il piu possibile i risultati ottenuti.

(y+ R)

2. Si consideri il solido €2 (piramide a base quadrata) descritto analiticamente da:
Q={(z,y,2): 2€0,a], ||+ |y < 2},

dove a ¢ una costante positiva avente le dimensioni di una lunghezza. Calcolare il volume di
Q) e il suo momento d’inerzia rispetto all’asse z, supponendo sia omogeneo e di massa m. Si
raccomanda di prestare cura nell'impostazione e sfruttare le simmetrie.

3. Si consideri il campo vettoriale piano
F = (—ya®,zy?) .

a. Stabilire se il campo é irrotazionale o meno nel piano.
b. Calcoalre la circuitazione di F' lungo la curva (ellisse)

v:r(t) = (acost,bsint), per t € [0, 27]

(con a, b costanti positive).



4. Sia X la superficie semisferica materiale di centro l'origine, raggio R, contenuta nel
semispazio z > 0, avente densita superficiale

o (2,9,2) = 52 (B = layl)

dove p > 0 € una costante avente le dimensioni di una massa. Dopo aver scritto le equazioni
parametriche di ¥ e ’elemento d’area, calcolare la massa totale di X.

5. Si consideri la funzione 2-periodica definita in [—1, 1] da

f(z) = 2?|a].

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa é possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f e scrivere la serie di Fourier.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.
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//Ix!ydxdy
T
(3,3

dove T ¢ il triangolo di vertici (—1,—1),(3,3),(—1,7). Si presti attenzione all’impostazione
e si riporti I'espressione analitica che definisce I'insieme T'.

1. Si calcoli l'integrale doppio

2. Si calcolino il volume e il momento d’inerzia rispetto all’asse z del solido €2 omogeneo di
massa m descritto analiticamente da:

2 2

0= {(az,y,z):ze [07h]7%+z_2 = (%)2}

(cono a base ellittica), dove h, a, b sono costanti positive aventi le dimensioni di una lunghezza.
3. Calcolare ’area racchiusa dalla curva piana di equazione in forma polare
p = ROsinb, per 0 € [0, 7],

utilizzando la formula dedotta dal teorema di Gauss-Green.



4. Sia ¥ la superficie grafico della funzione
fz,y) = (2 +7)" per 2 +y* < R?

(con R > 0 costante fissata). Dopo aver calcolato I’elemento d’area su 3, calcolare 'integrale

di superficie:
/ / zdS.
b

5. Sia X la superficie ottenuta facendo ruotare attorno all’asse z per un angolo di 7 (NON
un giro completo!) la curva 7 che nel piano xz ha equazioni parametriche (quarto di ellisse):

T =acost T
{ z =bsint te [0’ 5]
con a,b > 0 costanti fissate. Si scrivano le equazioni parametriche di X, si calcoli il versore
normale e ’elemento d’area, e si calcoli il flusso del campo vettoriale

F=(zy,2)

attraverso la superficie 3, orientata col versore normale che si allontana dall’origine.
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1. Si calcoli il momento d’inerzia rispetto all’asse z di una lamina triangolare {2 omogenea
di massa m che, nel piano xy, ha vertici nei punti (0,1),(2,—1), (=2, —1).
Si presti cura nell’impostazione e riporti la rappresentazione analitica di €.

2. Si consideri il solido materiale omogeneo ) descritto analiticamente da:

2 2
Qz{(x,y,z):x2+y2§R2,0§z§$ ;y }

con R > 0 costante avente le dimensioni di una lunghezza. Calcolare volume e centroide di
Q). Prestare cura all’impostazione e sfruttare le simmetrie.



3. Si consideri il campo vettoriale piano:
F(zy)= (e 2z -2’y +y°), e (ay’ =2y —2°) + eV (1 —y)).

a. Si verifichi se il campo ¢ irrotazionale o meno nel suo dominio di definizione §2.
b. Si stabilisca se il campo & conservativo o meno nel dominio €2, calcolando in caso affer-
mativo un potenziale di F.

4. Sia Y la superficie ottenuta facendo ruotare attorno all’asse z la curva v che nel piano zz

¢ il grafico della funzione
z = |z —2R| per x € [R,3R],

con R > 0 costante fissata. Dopo aver scritto le equazioni parametriche di ¥ e ’elemento
d’area di X, calcolare ’area e il centroide di X, sfruttando le simmetrie.

5. Si consideri la funzione 2-periodica definita in [—1,1] da

f(x)= e llggn (x)

1 perz>0
(dove sgn (z) = { lperz<0 ).
a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.
b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, semplificare opportunamente I’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.
Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.
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]z//xe'yda:dy
Q

dove () ¢ il semicerchio di centro l'origine e raggio R contenuto nel semipiano x > 0. Si
raccomanda di sfruttare le simmetrie e curare 'impostazione analitica del calcolo.

///S)<x2+|yz|)dxdydz

dove 2 ¢ la sfera di centro l'origine e raggio R > 0.

1. Calcolare 'integrale doppio

2. Si calcoli 'integrale triplo



3. Calcolare il lavoro del campo vettoriale

F=(yz,2,y)
lungo 'arco di curva
x = sin (2t) .
v:Q Yy =cost perte[(),ﬂ.
z =sint

Riportare impostazione e passaggi intermedi ed esprimere il risultato nella forma il piu
possibile semplificata.

4. Si consideri la superficie conica ¥ di raggio R e altezza h ottenuta facendo ruotare attorno
all’asse z la curva ~ che nel piano xz ha equazioni parametriche:

r=t
{z:h—%t t €0, R]

Dopo aver scritto le equazioni parametriche di X, ’elemento d’area e il versore normale
(orientato in modo da avere componente z positiva) si calcoli il flusso del campo vettoriale

E - (%?J:Z)

attraverso la superficie X.

Se ora si completa la superficie ¥ aggiungendo anche la base del cono, in modo da avere una
superficie chiusa Y, si completi il calcolo precedente in modo da ottenere il flusso uscente
da Y.

5. Si consideri la funzione 27-periodica definita in [, 7] da

f (x) = sin [e]

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, semplificare opportunamente I’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.
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1. Sia 2 una lamina materiale piana, non omogenea, descritta nel piano xy dalla porzione di
corona circolare di centro (0,0), raggi R, 2R, contenuta nel semipiano y > 0, avente densita

superficiale
1

(dove R,y sono costanti positive aventi le dimensioni di una lunghezza e una massa, rispet-
tivamente). Dopo aver scritto opportunamente la rappresentazione analitica di €2,

a) calcolare la massa totale della lamina;

b) calcolare il suo baricentro.

Si raccomanda di fare una figura, sfruttare le simmetrie, prestare cura nell’impostazione, e
semplificare il piu possibile i risultati ottenuti.

(y+ R)

Q={(r,y): R*<2*+y* < (2R)*,y > 0}.

m://ﬂé(x,y)da:dy:%//ﬂ(y—l—R)dxdy

in coordinate polari

L 2R ™ m 2R
= : (/0 (pst—l—R)d@)pdp:ﬁ ; (2p + mR) pdp

2R 2
U O Ol I P et
= s [3,0 +7TR2]R =7 [37R +7R 5

(148
3T )

b) Per simmetria il baricentro avra z¢ = 0, mentre

1 1 p
= ) dedy = —— dzd
e m//gy (,y) dzdy mR3//Qy(y+R)fcy
1

2R

S — sinf + R Sin@d@) d
(%_4+%7T)R3/R (/O (0 )p pdp
1 2R ™ 9 9
= psin“ 0 + Rsind dQ)p dp
el )



W /2R <pg + 23) dep

p7T p3 2R
S 2
)RJ roR]

15 7 Myl
=—3(z%+2--)=(5’4—”)R-
27) 3 5T

2. Si consideri il solido §2 (piramide a base quadrata) descritto analiticamente da:

wwa — wlw —

i~y

—
S
+
N

Q=A{(z,y,2) : z € [0,a], [z + [y] < 2},
dove a ¢ una costante positiva avente le dimensioni di una lunghezza. Calcolare il volume di

Q2 e il suo momento d’inerzia rispetto all’asse z, supponendo sia omogeneo e di massa m. Si
raccomanda di prestare cura nell’impostazione e sfruttare le simmetrie.

ey ZUs Y

(poiché l’integrale interno & l’area di un triangolo rettangolo isoscele di cateto 2)

a 2 2
:4/ dr=Za?
0 2 3

/// x—i—y dxdydz— <// x—l—y)dxdy)d
|Q| || +|y| <z
= Tt + dxd )dz

2a3 (/ /a:+y<z 2>0,y>0 ( Y ) Y

Sy U

6m O, 6m =, (z —z)°
:?0 (/0 (/0 (z +y)dy)dx)dz—a3 i </0 (x (z—x)+T dx | dz
6m [ [2* 24 24 i 6m [ [ 2* P 1 a® 1,
_ o Z oz - — )dz=——m = —ma’.
)\ F 1 )" ) G B35 5
3. Si consideri il campo vettoriale piano

F = (~ya? ).

a. Stabilire se il campo ¢é irrotazionale o meno nel piano.
b. Calcoalre la circuitazione di I lungo la curva (ellisse)

v:r(t) = (acost,bsint), per t € [0, 27]

(con a, b costanti positive).

10



(F), = =% (F), =y

Il campo non é irrotazionale.

b.
F(r(t)) = (—a*bcos® tsint, ab® cost sin® t)
r' (t) = (—asint,bcost).
2m
JE-ar= [ By o
.

27
(—QQb cos® t sin t, ab® cos t sin? t) - (—asint,bcost) dt

2

I
S— — S—.

(a3b + ab3) cos? t sin? tdt

3 5 [*7 (sin2t 2 T S
:(ab+ab)/ dt = —ab (a® +b°) .
0 2 4

4. Sia X la superficie semisferica materiale di centro l'origine, raggio R, contenuta nel
semispazio z > 0, avente densita superficiale
HZ 2
o(x,y,z)= Vg (R - |$y|) ,
dove i > 0 ¢ una costante avente le dimensioni di una massa. Dopo aver scritto le equazioni
parametriche di ¥ e ’elemento d’area, calcolare la massa totale di X.

x = Rsin ¢ cos 6 .
y = Rsingsing ¢ e [0, —} .0 0,27].
2
z = Rcos¢
dS = R?sin ¢pdodl

27 3
m://a(x,y,z)dS:/ (/ %(RZ— ‘R2sin2¢cosesin9}) R2sin¢d¢> do
b 0 0

pR° (3
-

:M/2 (4/2 (1—sin2¢cosesin9) d@) cos ¢ sin ¢pdo
0 0

> (7 sin20]™”
= 4u/ — —sin®¢ [ ] cos ¢ sin ¢pdo
0 2 2 |,

. 9 . 4 w/2
= Q;L/ (7T — sin? qb) cos ¢ sin pdop = 2 [Wsm b _sin 9}
0

Gd) o) |

(4/2 (1 — ‘sin2¢cosesin9‘) d9> cos ¢ sin ¢pdo

0

INE]

2 4,

11



5. Si consideri la funzione 2-periodica definita in [—1,1] da

f () =]

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f e scrivere la serie di Fourier.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.

a. La funzione periodizzata ¢ continua su R e regolare a tratti (ma la periodizzata non &

derivabile negli estremi dell’intervallo). Percio la serie di Fourier di f converge puntualmente

a fin [~1,1] e i coefficienti di Fourier saranno o (3).

b. La funzione & pari, percio by = 0. Essendo T' = 2,w = 27/T =T,

4 T/2 1
ag = — (x) cos (kwzx) dz = 2/ 2% cos (knw) d.
0

T Jo
! 1 1
a0:2/ 2dr=2-= ==,
0 4 2

Calcoliamo, per k > 1,

1 . 1 1 .
ap = 2/ 2 cos (krx) dr = 2 { [g;‘"’M} _ / 3,250 (kmz) da:}
0 km 0 0 km

6 [ 6 kr) [ k
== i a? sin (kmz) d.r:——{[—.rz—cosli Wx)] +/0 Qx—cosli 7Tm)dac}

& 0
6 cos(km) 2 (!
__E{_ = +ﬁ/0 ICOS(k‘ﬂ'[L’)dIL‘}

) (ki)2 cos (k) — (;:)2 { {wsin ](!:m)}: _ /01 w(ﬂ}

6 cos (o 12 | cos(kmx)
(km)? () + (km)? [ km L
6 12
= )’ cos (k) + (on)? (1 —cos (km))

12
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1. Si calcoli I'integrale doppio

/ / 2] ydady
T

dove T ¢ il triangolo di vertici (—1,—1),(3,3),(—1,7). Si presti attenzione all’impostazione
e si riporti I'espressione analitica che definisce I'insieme T'.

T=A{(zx,y):xe[-1,3],z<y<6—x}.

Jfome [ sy (2] )
:%/3]a:|((6—a:)2—:c2)dx:%/j]w|(36—12:€)dﬂc
{/j—x(?,—x)dw/ogx(g—x)dm}
:6{/_01(—3x+x2)dx+/03(3x—x2)d:c}
([35] -3
BN

2. Si calcolino il volume e il momento d’inerzia rispetto all’asse z del solido {2 omogeneo di
massa m descritto analiticamente da:

2 qP 2N\ 2
Q:{(iﬁjy,Z):ze[Oﬁ],?er_Qg (ﬁ) }

(cono a base ellittica), dove h, a, b sono costanti positive aventi le dimensioni di una lunghezza.

Volume:



poiché I'integrale interno ¢ I'area di un’ellisse avente semiassi -, bf,

Momento d’inerzia:

m
I =— 2+ y?) dedydz = // dzdy | d
|Q|///Q(:C+y)xyz Wabh ( 12 <(z) , (@7 +y) dudy | de

introducendo nell’integrale interno le coordinate polari ellittiche

x =apcost
y = bpsinf

. 3m h /27r /
wabh J, 0 0
2r h £
_3m ( / (a? cos® 0 + b* sin® ) dQ) / / " pdp | dz
mh \Jo 0 0

_3_m 2 2 hl 34 _3_m 2 2h_5_i 2 2
=) [ () e G @4 ) = gy ).

mz///é(m,y,z)dmdydz:/ XY (// dxdy) dz.
Q 0 12+y2<R

3. Calcolare ’area racchiusa dalla curva piana di equazione in forma polare

dxdy = abpdpdf

SN

0* (a2 cos? f + b* sin® 9) abpdp) d6’> dz

p = ROsinb, per 0 € [0, 7],

utilizzando la formula dedotta dal teorema di Gauss-Green.

1 ™ 1 ™
Area = - / f(0)*do = 3 / R26% sin? §df
R ;

1 — cos?2 2
Ly e <—COS 9) i = & [92 — 6% cos 26] db.
2 Js 2 1

0
T 3
/9%19:”-.
; 3
71' : 2 m 2 s
/ 02 cos 20d0 — [928”1 9} —/ Y edez—/ 0 sin 200
0 2 0 0 2 0

:_{{_900320] +/ cos20d9}zz_{sm29} _T
2 |, )y 2 2 1], 2

14




Quindi
R (73 7 TR (7?1 TR?
Area=— (-2 )=—(5—-2]=—-(2r"-3).
e 4(3 2) 4(3 2> o (27 —3)

4. Sia X la superficie grafico della funzione
flx,y) = (2% +9?) per 2® +y* < R?

(con R > 0 costante fissata). Dopo aver calcolato I’elemento d’area su 3, calcolare 'integrale

di superficie:
/ / zdS.
b

ds = \/1 + |V (z,y) ] dxdy
poiché f & radiale, f = p*, |V f (x,y)| = 4p3,

L’elemento d’area é:

s = \/1 + 16 (22 + y2)*dzdy.

// 2dS = // (2* + y2)2 \/1 + 16 (22 + y2)*dady
» $2+y2§R2

in coordinate polari

R
= 27r/ p*\/1 4 16p5pdp
0

R
= 27 1+ 16¢° 3/2]
i 0010,
_1 63/2_
= =5 [t 100" 1]

s

5. Sia ¥ la superficie ottenuta facendo ruotare attorno all’asse z per un angolo di 5 (NON

un giro completo!) la curva 7 che nel piano xz ha equazioni parametriche (quarto di ellisse):

T =acost m
. t —
{ z=bsint °° [0’2]
con a,b > 0 costanti fissate. Si scrivano le equazioni parametriche di X, si calcoli il versore
normale e ’elemento d’area, e si calcoli il flusso del campo vettoriale

E = (xvyaz)

attraverso la superficie X, orientata col versore normale che si allontana dall’origine.

f x=a(t) =acost T
7'{ z=">0(t) = bsint te [0’2]'

15



T = acostcost . -
Y:{ y=uacostsinf te [0,—},96 [O,—}.
. 2 2
z =bsint

dS = a (t)y/a' (t)* + ' (t)dtdd

= g cos t\/a2 sin? t + b2 cos? tdtdf

i j k
r, X 1y = |—asintcosf —asintsinf bcost
—acostsinf acostcosl 0

= (—ab cos?tcosf, —abcos? tsinf, —a® cos t sin t)
= —acost (bcostcosl,bcostsinf, asint).
ndS = £ (r, X ry) dtdd = acost (bcost cosl,bcostsinf, asint) dtdd,

dove il segno ¢ stato scelto in modo che il vettore si allontani dall’origine.

F (r(t,0)) = (acostcosf,acostsinf, bsint).

11 flusso é:

MEDZ/LE@M

w/2  p7m/2
= / / (acostcosf,acostsinf, bsint) - acost (bcostcosf,beostsinb, asint) dtdd
0 0

w/2 pm/2
= / / acost (ab cos® t + absin? t) dtdo
0 0

T w/2

2
— a2
“vy

S—

costdt = %aZb.

16
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1. Si calcoli il momento d’inerzia rispetto all’asse z di una lamina triangolare {2 omogenea
di massa m che, nel piano zy, ha vertici nei punti (0,1),(2,—1), (=2, —1).
Si presti cura nell’'impostazione e riporti la rappresentazione analitica di €2.

Q={(z,y) :x€[-2,0],-1<y<z+1}U{(zr,y):2€[0,2],-1 <y <1-—z}.

4.2
==

4.

I= % // (2® + y*) dudy = (per simmetria)
Q

([ e rafus ot
:5{2933—%4—%(1—@4%}
:T[E_E_lJriJr%] :@(§_4>:m'

2

7m
4
m

3 4 12 12 3 2\ 3

2. Si consideri il solido materiale omogeneo €2 descritto analiticamente da:

2 2
Q—{(x,y,z)::c2+y2§R2,0§zgx ;y }

con R > 0 costante avente le dimensioni di una lunghezza. Calcolare volume e centroide di
Q). Prestare cura all’impostazione e sfruttare le simmetrie.

z2+y2

2 2
|Q|:// / N dxdy:// Y gedy
z24+y2<R2 0 x24y2<R? R

1 R

4

1. R 7r
=2 2pdp = —21— = —R3.
Rﬂ/oppdp Frakin 2R

Per simmetria, il centroide avra z¢ = yo = 0.

12+y2

1 2 R
20 = — zdxdydz = — // / zdz | dzd
¢ |Q| ///Q 4 7TR3 22+y2<R2? 0 Y

2 1 /2% + 42\ 1 R 2 RS 1
. - drdy = ——2 Sdp= = —°R,
7TR3//12+y2§R22( R ) = TR 7r/0 POP=R6 ~ 3
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Il centroide eé: (O, 0, %R) .
3. Si consideri il campo vettoriale piano:

F(zy)=(e™ 2z -2’y +y°), e (ay’ =2y —2°) + eV (1 —y)).

a. Si verifichi se il campo ¢ irrotazionale o meno nel suo dominio di definizione 2.
b. Si stabilisca se il campo & conservativo o meno nel dominio €2, calcolando in caso affer-
mativo un potenziale di F.

a.

" (—z (22 — 2y +y°) — 2 + 3y7)
(=227 + 2%y — xy® — 2® + 3y?)
Iy( 322 —|—xy Ty —|—3y)
(-
(=

( *) +y’ = 30°)
wy? +2y +:13y+y — 327%)
=™ (—ay’ + 3y + 2%y — 30%) = (F), -

Quindi il campo ¢& irrotazionale in 2 = R2.

b. Essendo il campo vettoriale irrotazionale in R?, che & un dominio semplicemente connesso,
F' & conservativo.

Cerchiamo un potenziale U (z,y) tale che

Us (@) = Fu=e™ (22 — 2%y + )
et ooy
— /el"y (23; — ny) dr + yS/emydx

e~

Y Y
2
(—2E + 22 — y2) + - /e“ydx — Z/xeg”ydx
Y Y
9 —zy —zy —zy
=e (—2£+x2—y2)+—(—6 ) —2(—xe —i—/e dm)
Y Y ) Y )

—xy

(2 — 2zy) dw — y?e™™Y

2
+2°—y ——2+2§>——/e_$ydx
Y Y Y Y
)

Uy(zy) =e ™ (—z (2 —y°) +22) + (y) =™ (ay” —2y —2®) + eV (1 — y)
! e
c(y) :/e_y(l—y)dy: —e V(1 —vy) —/e_ydy: —eV(l—-y)+eV+c=ye?+c
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Quindi
Ulx,y)=e ™ (x2 — y2) +ye ¥ +c.

4. Sia ¥ la superficie ottenuta facendo ruotare attorno all’asse z la curva « che nel piano zz
¢ il grafico della funzione
z = |xr —2R| per x € [R,3R],

con R > 0 costante fissata. Dopo aver scritto le equazioni parametriche di ¥ e I’elemento
d’area di X, calcolare ’area e il centroide di %, sfruttando le simmetrie.

r=ua(t)=t
v { z:b((t)): = 2R| pert € [R,3R].
x =tcosl
Y:4q y=tsinf vperte[R,3R],0¢€]0,2n].
z=|t—2R|

dS = |a (t)[\/a' (t)* + ¥ (t)dtdd = tv/2dtdd
3R /2 3R
|X| = // ds = 27?/ tV2dt = 27V/2 {—} = 8mV2R>.
b R 2 R

Trattandosi di una superficie di rotazione, xc = yo = 0, mentre

1 1 3R
o= — 2dS = ——— 91 tIt — 2R| V2dt
c rz\//z ey f, 2R

1 2R 3R
:4—R2{/R t(2R—t)dt+/2R t(t—QR)dt}
2R 3R
el o)
:${<4R3—8TF—R3+R?3> + (27;”3 —9R3—8TR3+4R3>}
R 15 R 15 R

21{7‘5}22{7‘3}:5-

5. Si consideri la funzione 2-periodica definita in [—1, 1] da

f(z) = e sgn (x)

_ 1 perz>0
(dove sgn (z) = { “1perz<0 ).

a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa ¢é possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni

fatte.
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b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, semplificare opportunamente 1’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.

a. La funzione periodizzata é discontinua in R ma regolare a tratti. Percio la serie di Fourier
di f converge puntualmente a f per z € (—1,1),z # 0; nei punti 0,+1 la serie converge

alla media dei limiti destro e sinistro, cioé 0. I coefficienti di Fourier tenderanno a zero ma
potrebbero non essere o (%)
b. La funzione ¢ dispari, percio a; = 0 per ogni k. Per calcolare i b, poiché¢ T'= 2, w = 27” =

,

4 (T2 1
by = = (x) sin (kwz) dx = 2/ e "sin (krx) du.
T Jo 0
1 . 1
I= e};msin (krz)dr = [—e " sin (krz)] ot / kme " cos (kmx) dx
0 g 0

1 1
= lmr/ e;/xcos (krz)dx = km { [—e " cos (k;m:)}(l] — / kre ® sin (knx) dx}
0 g 0

= km (1 —e ' cos (km)) — (km)? 1.

I= % (1 —e ' cos (k)
T
2km N
= m (]_ — € ICOS(kﬂ-))
La serie di Fourier di f &
- 2km
f(x)= ————— (1 — e " cos (km)) sin (kmz) .
; 1+ (kn)®
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1. Calcolare I'integrale doppio

[://xelydacdy
Q

dove 2 ¢ il semicerchio di centro l'origine e raggio R contenuto nel semipiano x > 0. Si
raccomanda di sfruttare le simmetrie e curare 'impostazione analitica del calcolo.

In coordinate polari,

[ [y~ [ ( [

s
2

pcosfe” psm@'d&) pdp

R 3 ) psm9
:/ 2/ cos fe P50 qp 2dp— 2 [ ] prdp
0 0 0

P
2
%— RO+R%—Q-

R 0
_ ) _
2/0 (1 e )pd,o 2{2

+€pﬂ+pﬂ =

2. Si calcoli l'integrale triplo

///Q (22 + [y=]) dadydz

dove € ¢ la sfera di centro l'origine e raggio R > 0.
Utilizziamo le coordinate sferiche:

x = psin ¢ cos b
y = psingsind drdydz = p* sin ¢pdpdpds.
Z = pcos¢

/// (2 + |yz|) dadydz
22 +4+y2+22<R?

2m s R
— / (/ (/ (p2 sin? ¢ cos? 0 + p? |sin ¢ cos ¢ sin 9]) p%dp | sin ¢d¢) de
0 0 0

R T 27 )
= </ p4dp> / (/ (sin® ¢ cos® 6 + sin® ¢ |cos ¢ sin 6] ) d0> d¢
0 0 0
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RS T w/2
= — 7sin® ¢ + sin® ¢ |cos ¢ -4/ sin 0df | d¢o
0

5 Jo
RS w/2
= ?2/ (7r sin ¢ (1 — cos? q§) + 4 sin? ¢ cos ¢) do
0
9 3 4 w/2
— gR5 [w (— cos ¢ + COZ ¢) + gsin?’ gbL
2 1 4 4
=R l—-)+-|==R 2).
5 [W( 3)+3] BT+
3. Calcolare il lavoro del campo vettoriale
F = (yz,2,y)
lungo I’arco di curva
x = sin (2t) .
v y=cost pertE[O,ﬂ.
z =sint

Riportare impostazione e passaggi intermedi ed esprimere il risultato nella forma il piu
possibile semplificata.

r(t) = (sin (2t), cost,sint)
r' (t) = (2cos (2t), —sint, cost) .
F (r(t)) = (costsint,sin (2t), cost)
EF(r(t))-r' (t) = (costsint,sin (2t),cost) - (2cos (2t), —sint, cost)
in (2¢
= 2cos (2t) sin (21) _ sint sin (2t) + cos® ¢
1 1
=3 sin (4t) + 3 (cos (3t) — cost) + cos?¢.

2 2 (1 1
L:/ E(r(t)-r (t)dt:/ {isin(élt)—i-—cos(?)t)—§cost+cos2t} dt
0 0

4. Si consideri la superficie conica ¥ di raggio R e altezza h ottenuta facendo ruotare attorno
all’asse z la curva ~ che nel piano xz ha equazioni parametriche:

{fzt t €0, R]

_ h
Z—h—ﬁt

Dopo aver scritto le equazioni parametriche di ¥, I’elemento d’area e il versore normale
(orientato in modo da avere componente z positiva) si calcoli il flusso del campo vettoriale

E = (%?J:Z)
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attraverso la superficie 3.
Se ora si completa la superficie ¥ aggiungendo anche la base del cono, in modo da avere una
superficie chiusa Y, si completi il calcolo precedente in modo da ottenere il flusso uscente

da Y.

Jr=a(t)=t
r =tcosf
Y:q y=tsinf tel0,R],0¢€]0,2n].
_ h

dS = |a(t)|\/a' (t)* +V (t)°dtdd =ty |1+ (%)2dtd0

Per calcolare ndS calcoliamo:
L J k
r, X1y = cosf sin 0 —QR
—tsinf tcosf O

h h . h h .
= (Etcosf), }—%tsmﬁ,t) =1t <§ cos@,}—{sm&, 1) ,

vettore che ¢ gia orientato nel verso richiesto.

h h
ndS =t (E cos 6, = sin 6, 1) dtdd.

Ora sulla superficie é:

h
F = |tcosf,tsinf, h — —t
F (cos,sm, R>

o(£.5) = [ [ Fuds
b
R 27
:/ / tcos&,tsin&,h—ﬁt -t ﬁcosé’,ﬁsim@,l dodt
o Jo R R R
R 2 h h R
:/ / tl{t—=+h——t d@dt:27r/ htdt = ThR*.
o Jo R R 0

Se ora aggiungiamo anche la base, il cerchio 22 +1? < R? 2z = 0, col versore normale uscente,
quindi verso il basso, si ha:

e il flusso é:

ndS = (0,0,1) dzdy

e il campo vettoriale sulla base é:
E = (l'7 Y, O) )

quindi
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e il contributo & nullo: il flusso non cambia.

5. Si consideri la funzione 2w-periodica definita in [, 7] da

f(x) = sin|z]
a. Dopo aver disegnato il grafico di f, in base alla teoria, cosa & possibile dire sulla rapidita
di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa & possibile dire
circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando le affermazioni
fatte.
b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, semplificare opportunamente 1’espressione ottenuta per i coefficienti di Fourier e
scrivere la serie di Fourier.
Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.

a. La periodizzata della funzione & continua in R (ma ha punti angolosi) ed & regolare a
tratti. Percio la serie di Fourier di f converge puntualmente a f in [—m, 7| e i coefficienti di
Fourier saranno o (1/k).

b. La funzione & pari, percio by = 0 per ogni k. Per calcolare gli ay, scriviamo

2 [T 2 [T
= —/ f (z) cos (kz) dx = —/ sin x cos (kx) dz.
T Jo T Jo

Se k=0, ]
ao—z/ sin xdx =
T Jo T
Per k > 1,
g/ sin z cos (kz) dx _E/W Sin((k+1)l‘)—Sin((k‘—l)x)dx
T Jo T Jo 9
se k#1
1 [ cos ( 1)x) N cos ((k — 1);3)]”
T k+1 k—1 .
1 [1—cos((k+1) ) 1—cos((k—1)m)
_%[ k+1 E—1 }
1 1 1
= (1~ cos((k+ 1)m ))<k—+1_ﬁ)
21—|—cos(k:7r)
Tr 11—k

2 (7 1 [7
a, = —/ sin x cos xdxr = —/ sin 2xdxz = 0.
T Jo T Jo

La serie di Fourier di f &

2 2=~ 1+ cos(km)
f(x):;—i—;;wcos(kx).
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