Seconda prova in itinere di Analisi Matematica 2

Ingegneria Elettronica. Politecnico di Milano Es. | Punti
A.A. 2025/2026. Prof. M. Bramanti 1
Tema n°1 2
3
4
5
Tot.

Cognome e nome (in stampatello)

codice persona (o n°di matricola)

n°d’ordine (v. elenco)

1. Calcolare il centroide della lamina piana materiale omogenea €2 descritta nel piano zy da:
Q={(z.y9):220y202"+y* <Ry > R-a},

dove R € una costante positiva aventi le dimensioni di una lunghezza. Si raccomanda fare
una figura, sfruttare le simmetrie, curare I'impostazione analitica del calcolo e riscrivere il
risultato nella forma il piu possibile semplificata.

2. Si consideri il solido ) materiale a forma di semisfera di centro l’origine, raggio R, posto
nel semispazio z > 0, di densita:

(15]%2 — 222+ + z2> u

R ’

d(x,y,2)=

dove R, 1 sono costanti positive avente le dimensioni di una lunghezza e una massa, rispetti-
vamente. Calcolare il momento d’inerzia di €2 rispetto all’asse z. Si raccomanda di prestare
cura nell’impostazione e riscrivere il risultato ottenuto nella forma il pit possibile semplifi-
cata.

3. Si calcoli il lavoro del campo vettoriale piano

F= (ya —:L‘)

lungo 'arco di curva

vor(t) = (t0052 t,tsin? t) , per t € [0,27].



4. Sia ¥ la superficie grafico della funzione

.732—

z= per 22 +y* < R?,

con R > 0 costante assegnata. Dopo aver calcolato I’elemento di superficie dS, calcolare

I'integrale di superficie
// (m2 + y2) ds.
>
5. Si consideri la funzione 4-periodica definita in [—2, 2] da

1= x] se |z| <1
f(x)_{()sel§|x|§2.

a. Dopo aver tracciato il grafico di f sul periodo [—2,2]: in base alla teoria, cosa & possibile
dire sulla rapidita di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa
é possibile dire circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando
le affermazioni fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle
simmetrie, e scrivere la serie di Fourier.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.
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1. Sia Q) una lamina materiale piana omogenea, triangolare, di vertici (0,0), (2,0),(3,1) nel
piano zy, di massa m. Calcolare il suo momento d’inerzia rispetto all’asse z (cio¢ all’origine).
Si raccomanda di prestare cura nell’impostazione, facendo una figura e rappresentando an-
zitutto €2 come dominio z-semplice, e semplificare il piu possibile i risultati ottenuti.

2. Si consideri il tetraedro Q di vertici (0,0,0),(a,0,0),(0,b6,0),(0,0,c) dove a,b, ¢ sono
costanti positive aventi le dimensioni di una lunghezza. Si calcoli I'integrale

[ | [ vasdua=

Riportare con cura i passi dell’impostazione e riscrivere il risultato nella forma il pit possibile
semplificata.

[Suggerimento: calcolare l'integrale per fili, dopo aver scritto la rappresentazione analitica
di 2 adatta a questo calcolo, del tipo

Q={(z,y,2): 2€[0,(],(z,y) € T.}
dove T, = (1 — 2) Ty e Ty ¢ il triangolo che nel piano (z,y) ha vertici (0,0), (a,0), (0,b).]
3. Calcolare ’area racchiusa dalla curva piana ~ di equazione parametrica
r(t) = (cos (2t) — 2 cost,sin (2t) — 2sint) , per t € [0, 27,

utilizzando la formula dedotta dal teorema di Gauss-Green.



4. Scrivere le equazioni parametriche della superficie ¥ generata dalla rotazione attorno
all’asse z della curva ~ del piano xz

tS

:(]:5
pert € [0,2\/5} .

t4

T

Dopo aver calcolato ’elemento d’area, determinando gli eventuali punti singolari della su-
perficie, calcolare I'integrale di superficie:

/L=

5. Sia ¥ la superficie grafico della funzione
—z?—y? 2 2
z=e Y per x*+y” < 1.

Dopo aver calcolato ’elemento d’area dS e il versore normale n (orientato verso l'alto) si
calcoli il flusso del campo vettoriale

E - (%972’)

attraverso la superficie X.
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1. Sia €2 il rombo di vertici (+1,0), (0, £3). Calcolare 'integrale doppio

// zyt + || y® + e Jyl) dedy.

Si raccomanda di fare una figura, curare 'impostazione sfruttando le simmetrie, e giustificare
1 passaggi.

2. Si consideri il cono materiale () di altezza h, raggio della base R, vertice nell’origine e
asse sull’asse z, avente densita
z |y
5(17;,%2) = hQ—mu7

dove p € una costante positiva avente le dimensioni di una massa, e R, h sono costanti positive
aventi le dimensioni di una lunghezza. Dopo aver scritto la rappresentazione analitica di €2,
si calcoli la massa totale del cono. Prestare cura nell’impostazione, sfruttare le simmetrie e
riscrivere i risultati ottenuti nella forma il pit possibile semplificata.

3. Si consideri il campo vettoriale piano

1'3 y3
F= , +y).
- (1’4—|—y4 zt+yt y)

a. Determinare il suo insieme di definizione €2 e stabilire se il campo & irrotazionale in €.

b. In base alla sola risposta al punto precedente, & possibile dire se il campo & conservativo
in Q7

c. Calcolare, se esiste, un potenziale di F' in €. Il campo F' & conservativo?




4. Sia X la superficie materiale semisferica di centro l'origine e raggio R contenuta nel
semispazio z > 0, avente densita superficiale

x|+ 1yl w
O'(SL’,y,Z): <1+LR||> ﬁ?

dove R, i sono costanti positive aventi le dimensioni di una lunghezza e una massa, rispetti-
vamente. Dopo aver scritto le equazioni parametriche e ’elemento d’area di 3, calcolare la
massa totale della superficie.

5. Si consideri la funzione 27-periodica definita in [—m, 7] da

1 se T € %,ﬂ']

flay=4 0  seze(-5.73)
-1 sexe[—w,—g

a. Dopo aver tracciato il grafico di f sul periodo [—7, 7]: in base alla teoria, cosa & possibile
dire sulla rapidita di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa
¢ possibile dire circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando
le affermazioni fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f e scrivere la serie di Fourier.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.
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1. Si consideri la lamina materiale piana, non omogenea, {2, rappresentata nel piano xy
dal semicerchio di centro l'origine, raggio R e posto nel semipiano y > 0, avente densita

superficiale
z[y*) w
6(1'73/): (1_'_ R3 ﬁa

dove R, p sono costanti positive aventi le dimensioni di una lunghezza e una massa, rispet-
tivamente. Calcolare la massa totale della lamina.

/ / /Q (2 + 2°) dadydz

dove 2 ¢ Pellissoide di centro 'origine e raggio semiassi a, b, ¢ (costanti positive).

2. Si calcoli 'integrale triplo

3. Calcolare il lavoro del campo vettoriale

E = (_y> z, Z)
lungo 'arco di curva
x = tcos?t
v:4 y=tsin®t perte|0,2n].
z =t

Riportare impostazione e passaggi intermedi ed esprimere il risultato nella forma il piu
possibile semplificata.



4. Sia ¥ la superficie grafico della funzione

.732—

z= per 2 + y* < R?,
con R > 0 costante assegnata. Dopo aver calcolato ’elemento d’area dS e il versore normale
n (orientato verso ’alto) si calcoli il flusso del campo vettoriale

E = (—[L', Y, Z)
attraverso la superficie 3.

5. Si consideri la funzione 2-periodica definita in [—1, 1] da

@)=z @-a)

a. Dopo aver tracciato il grafico di f sul periodo [—1, 1]: in base alla teoria, cosa & possibile
dire sulla rapidita di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa
¢ possibile dire circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando
le affermazioni fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier a; di f (non ¢ richiesto il calcolo dei by).
Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il piv possibile esplicita e semplificata (suggerimento:
sfruttare le simmetrie).
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1. Calcolare il centroide della lamina piana materiale omogenea €2 descritta nel piano zy da:
Q={(z.y) 1220,y 202" +y* <Ry > R—a},

dove R € una costante positiva aventi le dimensioni di una lunghezza. Si raccomanda fare
una figura, sfruttare le simmetrie, curare I'impostazione analitica del calcolo e riscrivere il
risultato nella forma il piu possibile semplificata.

Vedendo () come differenza tra un quarto di cerchio e un triangolo, calcoliamo ’area

T R? |
=T M _p(T_2)
ol =T -5 =R (5-3)

Per simmetria il centroide C' = (7, %) avra T = y. Riscriviamo {2 come dominio y-semplice:
0= {(x,y) cx€0,R],R—2z<y< \/RQ—ﬁ}.

Calcoliamo percio

1 1 R VRI—a2
T=—— xdxdy = —/ x / dy | dx
|Q|//Q €2 Jo Rz

:Wﬂ/OR[xm—x(R—x)]dx

1 1 3/2 Rz 2318
I R2_ 2 o -
| I{ 3 (0= 2 T3,
1 1 R R
= R 4
R (2 —1) {3 2+3}
B 4 s (2 1\ 4 _ 2 5
CR2 (7 —2) 3 2 6(mr—2) 3(r—2)

Quindi il centroide & C' = (LR 2 R) .

3(r—2)"" 3(mr—2)

2. Si consideri il solido ) materiale a forma di semisfera di centro l’origine, raggio R, posto
nel semispazio z > 0, di densita:

(15R2 — 22?2+ y? + 22> ]

RS ’

d(x,y,2) =



dove R, ;v sono costanti positive avente le dimensioni di una lunghezza e una massa, rispetti-
vamente. Calcolare il momento d’inerzia di €) rispetto all’asse z. Si raccomanda di prestare
cura nell’impostazione e riscrivere il risultato ottenuto nella forma il pit possibile semplifi-

cata.
I= /// (2* +y*) 6 (z,y, 2) dedyd-.
Q

Introducendo le coordinate sferiche

x = psin¢cosf
y = psingsind drdydz = p? sin pdpdpdd
T = pcoso

si ha
Q={(p,0,0): p€[0,R],¢€[0,7/2],6 € [0, 2]}

2T R /2 RQ_ 9
:/O </0 (/0 (p2sin2 ¢) (15 I§5 COS¢)MSin¢d¢> p2d,0> do

m R w/2 w/2
= 2Wﬁ ot | 15R? / sin® pdop — p? / (sin3 (b) cos opdo | dp.
0 0 0

w/2 w/2
/ sin® pdg = / sin ¢ (1 — cos? (b) do
0 0

[cos ¢ = {]
1 2

1
_ O\ dt=1— - ==
_/0(1 ) dt =1 5= 3

w/2 . /2
/ (sin® ) cos ¢dg = [S”Z ﬂ =
0

R 2 R R

2 4 s 2 p M 2 4 1 6
I =2r— 15R* = — — |dp=27r— < 10R dp — - d

”Rmp( 34)””}%5{ /op”4/opp}

u LR 1RT , 1\ 55
—ont Lot 2L 2 — | =2ruR
”RS{ 0 —17 it o8 ) = 1

0

3. Si calcoli il lavoro del campo vettoriale piano

E = (ya _:U)

lungo 'arco di curva
v:r(t) = (tcos’t,tsin’t) , per ¢ € [0, 2] .

10



F(r(t)) = (tsin*t, —tcos’t)
1’ (t) = (cos®t — 2t sint cost,sin®t + 2t sint cost)

F(r(t) ' (t)dt

( —2t?sin® t cost — 2t% sin t cos® t) dt

27 27
= — / t22sint costdt = — / 2 sin 2tdt
0 0 " V-

l

= — { [—— CoS 2t] / t cos 2tdt}
™ : 2
= — {—2%2 + ([E sin2t] —/ St tdt) } = 272,
2 0 0 2

4. Sia ¥ la superficie grafico della funzione

Q?—2

R

z = per 2° +y* < R%

Dopo aver calcolato I’elemento di superficie d.S, calcolare I'integrale di superficie
/ / (a:2 + y2) as
b

2 2

flay) == ];y

(233 2y).

Vi(z,y) =

J
27
= / (t sin? t, —t cos® t) . (C082 t — 2tsintcost,sin®t + 2t sin t cos t) dt
0
/

;dS = \/1—1- IV f (z,y) [ dzdy \/1+i(x2+y2)dxdy.

4
I_// ® +y?)dS = // x2+y2)\/1+—2(x2+y2)
x2+y2<R2

(in coordinate polari)

—27’(’/ \/1+ﬁppdp
4 R? 4 )\
V14 —=p2pdp = — 14+ —p°

11

Poiché



si ha:

R* 1 R* (532 1
— 53/2 o 55/2 o 1 — e .
"6 { 0| =13 10

5v5 1 TR
= 4 _— _— = —_—
=7R ( 12 +60> 50 (25\/34- 1).

5. Si consideri la funzione 4-periodica definita in [—2,2] da

1 —x] se |z| <1
f(x)_{0861§|x|§2.

a. Dopo aver tracciato il grafico di f sul periodo [—2,2]: in base alla teoria, cosa & possibile
dire sulla rapidita di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa
é possibile dire circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando

le affermazioni fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f, tenendo conto del periodo e delle

simmetrie, e scrivere la serie di Fourier.

Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi

essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.

a. La funzione periodizzata & continua su R e regolare a tratti. Percio la serie di Fourier di f

converge puntualmente a f ovunque e i coefficienti di Fourier tendono a zero come o (1/k

b. La funzione ¢ pari, percio by = 0 per ogni k. Per calcolare gli ay, poiché¢ T' =4, w = %f =

9 T/2 4 [T/2

U =% o f (x) cos (kwzx) do = 7 ), f (x) cos (kwzx) dz = /02 f (x) cos (k:gx> dx

_ /01 (1 =) cos (k) da.

Ora, per k =1,2,3...:
ay = /01 (1 ; x)Ccos (kgsn) dr = {(1 — ) % sin Oﬂ%ﬂ:ﬂ
=0+ % 1 sin (k;zx> dr = 2 {—i cos (kzx)]

0

2
= 1o (k)]

- /01 (—1) %sin (kggy) dx

12

)
s
2



Per k£ =0,

| —

1
ao—/o (1—x)da::2

1= con (K] cos (K22).

e la serie di Fourier di f ¢

—
&

I
A~ =
+
>lw|4>
[~]e
= =

13
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1. Sia €2 una lamina materiale piana omogenea, triangolare, di vertici (0,0),(2,0),(3,1) nel
piano zy, di massa m. Calcolare il suo momento d’inerzia rispetto all’asse z (cioé all’origine).
Si raccomanda di prestare cura nell’'impostazione, facendo una figura e rappresentando an-
zitutto €2 come dominio z-semplice, e semplificare il pit possibile i risultati ottenuti.

Q={(z,y):0<y< 1,3y <z <y+2}.

m 1 y+2
]:—// (x2+y2) dxdy:m/ (/ (x2+y2) dx> dy
|Q| Q 0 3y

. 1( (y+2° (3y)°

3 3

+3 [(y+2 - 39)]) dy

1
y+2)" 9yt 1
- <3‘4) W e [y )]y
0 0
N e B A i
11 173,

+
B 65 9 ,( L, 1\ _ [65+2-27
~"M™\34 1 1 3)(-" 3.4

2. Si consideri il tetraedro Q di vertici (0,0,0),(a,0,0),(0,b,0),(0,0,c) dove a,b,c sono
costanti positive aventi le dimensioni di una lunghezza. Si calcoli 'integrale

[ [ [ wasdya=

Riportare con cura i passi dell’impostazione e riscrivere il risultato nella forma il piu possibile
semplificata.

14



[Suggerimento: calcolare l'integrale per fili, dopo aver scritto la rappresentazione analitica
di 2 adatta a questo calcolo, del tipo

Q={(r,y,2): 2€[0,],(2,y) € T2}
dove T, = (1 — 2) Tj e Ty ¢ il triangolo che nel piano (z,y) ha vertici (0,0), (a,0), (0,b).]

o= {(@n:eebaye o (i-T)]}

{
r—{eiee o (1-2)d e os (1-2-2)])

[ [ [vtaivis= [ (] [ visir) = [ ( [ ( [ ydy) dx) "
_ /0 (/O(IE)G% (1 _ g _ §)2b2dx> dz

4
= 1ab2 [—E (1 — E) } = iab2c.
o 24

3. Calcolare ’area racchiusa dalla curva piana v di equazione parametrica
r (t) = (cos (2t) — 2 cost,sin (2t) — 2sint) , per t € [0, 27|,

utilizzando la formula dedotta dal teorema di Gauss-Green.

1
Area = — / (xdy — ydx)
2 ol

= 2 [ Hteos (31) — 2eost) (2eos (2) — 2c0st) — (sn (21) — 26in) (~25in (21) + 26m0)}

1 27
=3 / {2 cos? (2t) + 4 cos®t — 6cost cos 2t + 2sin® (2t) + 4sin®t — 6sin ¢ sin 2t} dt
0

1 27
—5/ {2+4 —6(costcos2t + sintsin2t)} dt
0

2
=3 {1 —cost}dt =3(2r +0) = 6.
0
4. Scrivere le equazioni parametriche della superficie > generata dalla rotazione attorno
all’asse z della curva ~ del piano xz

t3
Tr = —
t% pert € [0,2\/5}.
Z:Z

15



Dopo aver calcolato ’elemento d’area, determinando gli eventuali punti singolari della su-
perficie, calcolare I'integrale di superficie:

L=

3
xz =Y cosh

E yzésinﬁ te [0,2@} .0 €[0,2n].
_t
=7

Per il calcolo dell’elemento d’area, dette

t4
o)=L ="
a (t) =t
b’(t):t3

|a( )\ ()" + b (t) dtdo
t5
= 5\/154 + t8dtdh = g\/ 1+ t2dtd6.

Per ¢t = 0 si ha il punto singolare (0,0,0) .
ds 2V2 2v2
//—ZQW/ —4—v1—|-t2dt / tV1+ t2dt =
z ? 0 t*3 0
8

V2

1 3/2]° 8 208
—Cr (14 = rr—1)="1n
3’/T|:3( t%) L 97T[7 ] o "

5. Sia X la superficie grafico della funzione
:EQ

r=e Y per 2% + y* < 1,

con R > 0 costante assegnata. Dopo aver calcolato ’elemento d’area dS e il versore normale
n (orientato verso ’alto) si calcoli il flusso del campo vettoriale

E = (%?J:Z)

attraverso la superficie X.

flry) ==V

2

Vf(zy)=e " (~20,-2y)
dS = \/1 + |V = \/1 + 4 (22 + y?) e 2@+ dady
(_fara _fy7 1) -ndS

sndS = (= fu, —fy, 1) dovdy = (2:66’12’?’2, 2ye’x2’y2, 1> dzdy.
V1+IVIP

16
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®(£.%)= [ [ Fonds
b
= // <x,y,e_$2_y2> . (Qxe_‘BZ_yz, 2y6_$2_y2, 1) dxdy
z2442<1
= // (2 (x2 + y2) + 1) e_wz_dea:dy
r24y2<1
1 , 1 N
= 27?/ (2p2 + 1) e " pdp = 7r/ (2p2 + 1) <—e_p ) dp
0 0
2 1 1 2
=7 { [—e’p (2p2 + 1)] —i—/ 4pe= " dp}
0 0

7r{1 — 3¢ + [—%ﬂl} =m{l-3e"'+2—-2""}

S

17
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1. Sia Q il rombo di vertici (£1,0), (0,+3). Calcolare l'integrale doppio

/ / w5t + 2] g + e |y]) dudy.

Si raccomanda di fare una figura, curare 'impostazione sfruttando le simmetrie, e giustificare
i passaggi.

Per le simmetrie, si ha

[:// ($y4+\fc!y3+ex|y|)d:cdy=//eﬂ” ly| dady
@ Q
22// e“ydxdy
Q+

dove Q% ¢ la porzione del rombo compresa nel semipiano y > 0, percio

T ={(z,y):2€[-1,0],0<y <3+4+3z}U{(z,y):x€[0,1],0 <y <3—3z}.

[ ([ oo [ ([ )]
— 2{/_(1@1“ <9(x21>2) dx+/ole“f (9(1 _2@2) da:}
:9{/_iex(x+1)2dm+/olex(1—:L’)de}
{
{

/ e (z+1)7]", — / €2 (v + 1) do+ [e" (1 - 2)%] + /0 et dw}

1—2([ex(x+1)]01—/jexdx> —1+2([ez(1—x)]é+/olemdx)}
:9-2{/_1169%&—1—1}:18(6—61—2).

2. Si consideri il cono materiale ) di altezza h, raggio della base R, vertice nell’origine e
asse sull’asse z, avente densita

z |yl
o(z,y,2) = il

18



dove p € una costante positiva avente le dimensioni di una massa, e R, h sono costanti positive
aventi le dimensioni di una lunghezza. Dopo aver scritto la rappresentazione analitica di €2,
si calcoli la massa totale del cono. Prestare cura nell’'impostazione, sfruttare le simmetrie e
riscrivere i risultati ottenuti nella forma il piti possibile semplificata.

Q—{(z,y,z):ze[O,h] P4y < (i’z) }

m—///5(:c Y z)dxdydz—/h // Z|xy|,udxdy dz
0 » I 0 x2+y2<(%)2 h2 R4
dxdy | d
h2R4/ (//MW< 52 . 7yl do y) :
p h
= 0 0| pdp | df | dz
h2R4/0 z (/0 (/0 |pcosBpsinb| p p) )
m h w/2 % 5
= 4 0 sin Odb dp | d
h2R4/0 2 /0 cos 0 sin /0 pdp | dz
_ /hz_4 sin? 9171 ( Rz 4dz
2Rt J, 2 |, 4\h
_m 1 54/Zwr_“.f "
RR2\1h) ), 2h6 6 12°
3. Si consideri il campo vettoriale piano

(E3 y3
F= , +y).
- (fc4+y4 zt+yt y)

a. Determinare il suo insieme di definizione €2 e stabilire se il campo ¢ irrotazionale in €.

b. In base alla sola risposta al punto precedente, & possibile dire se il campo & conservativo
in Q7
c. Calcolare, se esiste, un potenziale di F' in €. Il campo F' & conservativo?

a. @={(z,y): (x,y) # (0,0)} .

3 A3
by = 0a (%fy) =
4y (x4 + y4)
3 4393
ayFl = ay <ﬁ) = —ﬁ
4y (x* 4+ y*)

Quindi il campo & irrotazionale in 2.
b. Poiché Q) non é semplicemente connesso, dal fatto che il campo sia irrotazionale in €2 non
si puo dedurre che sia conservativo in €.
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Ux:Fb
3 1 4 4
Ulz,y) = mdﬂ?zzbg(l’ +y') +9(y)
3 Y
U p— / = —
y(l’,y) $4+y4+g(y) x4+y4+y

y2
g’(y)zy;g(y)=§+c

y2

1
U(x,y)zzlog(a:4+y4)+§+c.

Quindi F & conservativo in ).

4. Sia X la superficie materiale semisferica di centro l’origine e raggio R contenuta nel
semispazio z > 0, avente densita superficiale

2]+ |y w
= (1 al

dove R, i sono costanti positive aventi le dimensioni di una lunghezza e una massa, rispetti-
vamente. Dopo aver scritto le equazioni parametriche e ’elemento d’area di X, calcolare la
massa totale della superficie.

x = Rsin¢cosf
Y:<¢ y= Rsingsinf ¢ € [0
2= Rcos¢
dS = R?sin ¢pdodl

™
,§i| ,06 [0,271']

/ .
S Rsin ¢ cos 0] + |Rsin ¢sin 6
:/ </ ( | sin ¢ cos |R| sin ¢ sin |) R2R251n¢d¢)

/2
/ (/ (1 +sin¢ (Jcos @] + |sind])) d@) sin ¢pd¢
0

= u/ (27r + 4sin ¢/ (cos @ + sinf) d@) sin pd¢
0

w/2
u/ (2 + 8sin ¢) sm¢d¢—2u/ (msin ¢ + 4sin® ¢) d¢
0

2,u<7r—|—4-z> = 4.

I
=
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5. Si consideri la funzione 27-periodica definita in [—m, 7] da

1 ser € |7, ]
f@)=< 0 sexze 2,7;)

-1 sex e [ T, =%
a. Dopo aver tracciato il grafico di f sul periodo [—7, 7]: in base alla teoria, cosa & possibile
dire sulla rapidita di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa
¢é possibile dire circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando
le affermazioni fatte.
b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di f e scrivere la serie di Fourier.
Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il pit possibile esplicita e semplificata.

a. La funzione é regolare a tratti ma discontinua, quindi la serie di Fourier converge pun-

tualmente a f in [—, 7] tranne nei punti £, in cui converge a 0, e nei punti &% in cui

converge a :|:2, rispettivamente. Poiché f é dispari sara ap = 0 per ogni k. I coefficienti by
tenderanno a zero ma ci aspettiamo che non saranno o (1/k).
b. Per i coefficienti b, si ha

by = — / f (z)sin (kz) d / f (z)sin (kz) dz / sin (kz) dz

S

percio

f(z)~ f: 7r2_k (cos <k:z> — cos (k‘ﬂ')) sin (kx)

2
k=1
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1. Si consideri la lamina materiale piana, non omogenea, 2, rappresentata nel piano xy
dal semicerchio di centro 'origine, raggio R e posto nel semipiano y > 0, avente densita

superficiale
2
Ty \ K
(v, y) = (1+ | ]_’23 ) R2’

dove R, i1 sono costanti positive aventi le dimensioni di una lunghezza e una massa, rispet-
tivamente. Calcolare la massa totale della lamina.

mz//é(m,y)dxdy— // (1 @ ’g)dwdy
{x2+y2<R2 y>0} R
Y
1+ —) dxdy
/ /{z2+y2<R2 y>0,>0} ( R
TR? // 2 }
Sl D S ry“dxd
R2 { 4 R3 {w2+y2<R2 y>0, .’L‘>0} y y
R2
=0 {74 / / p* cos 0 sin? Hdﬁdp}

2. Si calcoli 'integrale triplo

/ / /Q (2 + 2*) dudydz

dove 2 & Dellissoide di centro 'origine e raggio semiassi a, b, ¢ (costanti positive).

Utilizziamo le coordinate ellissoidali:

x = apsin ¢ cos
y = bpsingsind drdydz = abep® sin dpdpdpds.
Z = cpcos o
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1 E///Q (:c2 —|—22) dxdydz
= abc /027r (/07T (/01 [(apsin ¢ cos 0)* + (cpcos gb)ﬂ dep) sin qbdgb) df

2w s 1 T 1
= abc {/ cos® 0df - / sin® ¢d¢ - a? / ptdp + 2 - / cos® ¢ sin ¢de - 2 / p4dp} .
0 0 0 0 0

/7r sin® gpd¢o = /7T sin ¢ (1 — cos? gzﬁ) do
0 0
[cos ¢ = 1]

:/11(1—t2)dt:2<1—%>:§.

s 3 71'
/ cos? ¢ sin ¢pdp = {—COS ﬂ = 2
0 3 1, 3
4 1 2 1
I = R T ) Vs
abc{w 3 a 5+ T 3 c 5}
= —mabe (a2—|—02).

15

3. Calcolare il lavoro del campo vettoriale

F= (_y7 T, Z)
lungo 'arco di curva
r =tcos’t
y:4 y=tsin®t perte[0,2n].
z = t?

Riportare impostazione e passaggi intermedi ed esprimere il risultato nella forma il piu
possibile semplificata.

(t) = (tcos®t,tsin® ¢, )

r'(t) = (0052 t — 2t costsint,sin®t + 2t sint cost, 2t) .

F(r(t)) = (—tsin®t,tcos’t,t?)

E(r () (1)
= (—t sin?t,t cos® ¢, t2) . (Cos2t — 2tcostsint,sin®t + 2tsint cost, 2t)
= —tsin®tcos®t + 2t? costsin®t + t cos® tsin® t + 2t? sint cos® t + 2t3

= 2t? costsint + 2% = t?sin 2t + 2t3.

L= /Qﬂﬁ(f(t)) () dt = /27r {t*sin2t + 2>} dt.
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2 27 27
2t ot
/ sin 2tdt = [ 282 ] + / 1S5 g — o2 / t cos 2tdt
0 2 0 0 2 0

. 2 T .
— _ox? [tmn?t} B /2 Sin2t ., _ o2
0 0

2 2
t4 2m

L=-2n+ {—} = —21% 4 8.
2 0

4. Sia ¥ la superficie grafico della funzione

22 _ 2

per 2° 4+ y* < R?,

z =

con R > 0 costante assegnata. Dopo aver calcolato I’elemento d’area dS e il versore normale
n (orientato verso ’alto) si calcoli il flusso del campo vettoriale

E = (—(L’, Y, Z)
attraverso la superficie 3.
22—y
2
=\/1+|Vf)? —\/ —5 (@% +y?)dxdy
2 2
n- M;nds = (o= Vdady = (- o 1) oy

V1+IVIP

22—y 2 2
o (F, %) //F ndS = // ( x,1, ) (——x,— ,1)dajd
e \ VTR R RY 4
// ( 22ty ) + i > dxdy
22 4y2<R2
:—// 335 +y2) dxdy
:p2+y2<R2
2
= —/ (/ 3/)2 cos® 0 + p? sin® 9) pdp) de
R
= — </ (3cos 6 4 sin® 0) d0) (/ p3d,0)
R\ Jo 0

1 4
:}—3(37T+7T)RI:7TR3.

5. Si consideri la funzione 2-periodica definita in [—1, 1] da
fz) =2(2-x)
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a. Dopo aver tracciato il grafico di f sul periodo [—1, 1]: in base alla teoria, cosa & possibile
dire sulla rapidita di convergenza a zero dei coefficienti di Fourier, per questa funzione? Cosa
¢ possibile dire circa la convergenza puntuale della serie di Fourier? Rispondere motivando
le affermazioni fatte.

b. Calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier a; di f (non é richiesto il calcolo dei by).
Si raccomanda di scrivere esplicitamente la formula generale che si applica per il calcolo dei
coefficienti di Fourier, quindi eseguire il calcolo esplicito, riportando chiaramente i passaggi
essenziali ed il risultato, nella forma il piv possibile esplicita e semplificata (suggerimento:
sfruttare le simmetrie).

a. La funzione ¢ regolare a tratti ma la sua periodizzata ¢ discontinua perché f (—1) # f (1),
quindi la serie di Fourier converge puntualmente a f in [—1,1] tranne nei punti £1, in
cui converge a —1 = w La funzione f non & né pari né dispari, quindi tutti i
coefficienti di Fourier a priori vanno calcolati (ma f (x) = 22 — 2% con 2z dispari e —2? pari,
sfrutteremo questo fatto nel calcolo degli integrali). I coefficienti ay, by tenderanno a zero
ma ci aspettiamo che non siano o (1/k).

b. Poich¢ T'=2,w =27 /T =,

o [T/2 1
ag = — f (z) cos (kwzx) dox = / (22 — 2?) cos (kmz) dx
T —T/2 -1

1 1
:/ 2x cos (kmx) d:L‘—/ 2 cos (kmz) dx

1 -1

per le simmetrie

1 1
=0- 2/ 2? cos (kmz) dx = —2/ 2% cos (k) dx.
0 0

1
2
ag = —2/ 22de = —=
0 3
mentre per k=1,2,3, ...

1 . 1 1 .
ap = —2 {/ 72 cos (kmx) da:} = -9 { {ﬁw} _ / 2x51n(k7rx)dx}
0 km 0 0 km

4 [t 4 cos (krz)]" ! cos (kmx)
= xsin (krx) dz kw{[ T L—i—/g = x

1 {—MH}}_ ! (—1)F .

"k km k272

Percio

25



