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Introduzione. Operatori somme di quadrati di Hörmander
Consideriamo un sistema di campi vettoriali reali regolari, de�niti in un
dominio Ω � Rn

Xi =
n

∑
j=1
bij (x) ∂xj i = 1, 2, . . . , q (q � n)

che soddisfano in Ω la condizione di Hörmander al passo s.
Allora, (Hörmander, 1967 [1]) è noto che l�operatore di¤erenziale del
second�ordine �somme di quadrati di Hörmander�

L =
q

∑
i=1
X 2i

è ipoellittico in Ω, ossia: se Lu = f in Ω nel senso delle distribuzioni, e
f 2 C∞ (A) con A � Ω, allora u 2 C∞ (A).
Analogamente, l�operatore evolutivo

H = ∂t �
q

∑
i=1
X 2i

è ipoellittico in R�Ω.
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Strutture tipiche e spazi di funzioni associati a un sistema
di campi di Hörmander
Struttura metrica. Distanza di Carnot-Carathéodory indotta dal sistema
X1, ...,Xq .

De�nition
Sia Ω un dominio in Rn. Diciamo che una curva assolutamente continua
γ : [0,T ]! Ω è subunitaria rispetto al sistema X1,X2, . . . ,Xq se

γ0(t) =
q

∑
j=1

λj (t)Xj (γ(t))

per q.o. t 2 [0,T ], con ∑q
j=1 λj (t)2 � 1 q.o. (Porremo T = l (γ)).

Per ogni x , y 2 Ω, de�niamo

d(x , y) = inffl (γ) j γ è X -subunitaria, γ(0) = x , γ(l (γ)) = yg.

Se i campi soddisfano la condizione di Hörmander, d(x , y) è �nita per
ogni coppia di punti, ed è una distanza in Ω. (Teorema di Chow).
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E�noto che (Fe¤erman-Phong [1]):

c�1 jx � y j � d (x , y) � c jx � y j1/s 8x , y 2 K b Ω (1)

(s passo della condizione di Hörmander). Perciò d induce l�usuale
topologia in Rn.

Inoltre, la distanza CC è localmente doubling rispetto alla misura di
Lebesgue measure:

jB (x , 2r)j � c jB (x , r)j (2)

almeno per x in un compatto e r limitato da qualche r0.
(Sanchez-Calle [4], Nagel-Stein-Weinger [1])
Useremo anche la �distanza CC parabolica� in Rn+1,

dP ((t, x) , (s, y)) =
q
d (x , y)2 + jt � s j

Per le sfere corispondenti BP ((t, x) , r) vale:

jBP ((t, x) , r)jRn+1 ' r2 jB (x , r)jRn .

Inoltre dP è una distanza, che soddisfa una condizione di doubling
locale.
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L�uso dei campi Xi come sostituti naturali delle derivate �cartesiane� ∂xi , e
la presenza di una distanza localmente doubling indotta dai campi,
permettono di de�nire spazi di funzioni modellati sui questi campi
vettoriali, come spazi di Hölder, spazi di Sobolev, BMO, VMO etc., e
consentono di adattare a questo contesto molti ragionamenti tipici di
analisi reale (teoria degli spazi di tipo omogeneo di Coifman-Weiss, 1971).
Introduciamo gli �spazi di Hölder CC-parabolici� relativi a dP .

De�nition
Per ogni α 2 (0, 1] e dominio U � Rn+1, sia:

jujC α(U ) = sup
�
ju (t, x)� u (s, y)j
dP ((t, x) , (s, y))

α : (t, x) , (s, y) 2 U, (t, x) 6= (s, y)
�

kukC α(U ) = jujC α(U ) + kukL∞(U )

C α (U) =
n
u : U ! R : kukC α(U ) < ∞

o
.
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De�nition (segue)

Inoltre, per ogni intero positivo k e ogni dominio U � Rn+1, sia

C k ,α (U) =
n
u : U ! R : kukC k ,α(U ) < ∞

o
con

kukC k ,α(U ) = ∑
jI j+2h6k




∂htX
I u




C α(U )

dove, per ogni multiindice I = (i1, i2, ..., is ) , con 1 6 ij 6 q, diciamo che
jI j = s e

X I u = Xi1Xi2 ...Xisu.

Osserviamo esplicitamente che nella de�nizione di C k ,α assumiamo che le
derivate di u coinvolte esistano come derivate intrinseche.
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Struttura algebrica

In certi esempi signi�cativi di sistemi di campi di Hörmander in Rn accade
che Rn sia dotato di una struttura di �gruppo di Carnot�, ossia:
l�operatore

L =
q

∑
i=1
X 2i

è invariante per traslazioni a sinistra, rispetto ad un�operazione di gruppo
di Lie, ed è omogeneo di grado 2 rispetto ad un�opportuna famiglia di
dilatazioni (automor�smi di gruppo)

D (λ) (x1, x2, ..., xn) = (λ
α1x1,λ

α2x2, ...,λ
αnxn) ; αi = 1 per i = 1, 2, ..., q

Lx [f (y � x)] = (Lx f ) (y � x)
L [f (D (λ) x)] = λ2 (Lf ) (D (λ) x)
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Allora (Folland, 1975 [4]) L possiede una soluzione fondamentale
invariante per traslazioni e omogenea di grado 2�Q, dove Q > n è
la �dimensione omogenea�del gruppo, Q = ∑n

i=1 αi .

Γ (D (λ) x) = λ2�QΓ (x)

Questo è il punto di partenza per l�applicazione a questo contesto dei
risultati della teoria degli integrali singolari e frazionari in spazi di tipo
omogeneo.

Per l�operatore �parabolico� si ha il fenomeno analogo, con ∂t
omogeneo di grado 2:

D (λ) (t, x1, x2, ..., xn) =
�
λ2t,λα1x1,λ

α2x2, ...,λ
αnxn

�
con αi = 1 per i = 1, 2, ..., q; esiste una soluzione fondamentale h,
tale che

h (D (λ) (t, x)) = λ�Qh (t, x) .
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Operatori non variazionali modellati su campi di
Hörmander

In anni recenti sono stati studiati anche operatori non variazionali,
modellati sulle classi precedenti, ossia

L =
q

∑
i ,j=1

aij (x)XiXj o H = ∂t �
q

∑
i ,j=1

aij (t, x)XiXj

sotto l�ipotesi che A = faijgqi ,j=1 sia una matrice reale simmetrica e
uniformemente de�nita positiva, di funzioni de�nite in un dominio Ω
o in un dominio limitato U � R�Ω:

λ�1 jξj2 6
q

∑
i ,j=1

aij ξ i ξ j 6 λ jξj2 8ξ 2 Rq .

E�naturale fare uso di spazi di funzioni de�niti in termini del sistema
di campi vettoriali X1,X2, ...,Xq per esprimere la regolarità richiesta ai
coe¢ cienti aij . Ovviamente, non appena i coe¢ cienti aij non sono
C∞, il corrispondente operatore non è più ipoellittico.
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Principali risultati noti sulle equazioni non variazionali di
tipo Hörmander

Stime (locali) di tipo Lp sulle derivate �del second�ordine�XiXju, per
operatori a coe¢ cienti VMO:
Bramanti, Brandolini 2000 [3], [4]; estensione a stime BMO-BMO:
[5].

Stime (locali) di tipo C α sulle derivate �del second�ordine�XiXju, per
operatori (di evoluzione) a coe¢ cienti Hölderiani:
Bramanti, Brandolini 2006 [1]. Risultati precedenti in questa
direzione: Xu 1992 [6], Capogna-Han 2003 [5].
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Esistenza di una soluzione fondamentale per l�operatore

L =
q

∑
i ,j=1

aij (x)XiXj oppure ∂t � L

con coe¢ cienti aij Hölderiani, e disuguaglianza di Harnack invariante
per quest�operatore.

I Nel caso dei gruppi di Carnot:
Bon�glioli, Lanconelli, Uguzzoni [3] (2002) e [4] (2004); Bon�glioli,
Uguzzoni [5] (2004) e [6] (to appear).

I Nel caso di campi di Hörmander qualsiasi:
M. Bramanti, L. Brandolini, E. Lanconelli, F. Uguzzoni: Preprint 2006;
submitted [3] ; un annuncio dei risultati è apparso in: C. R. Math.
Acad. Sci. Paris., ser. I, vol. 343 (2006), 463-466 [2].

Marco Bramanti (Politecnico di Milano) Harnack parabolico subellittico Roma, 23 novembre 2006 11 / 85



Esistenza di una soluzione fondamentale per l�operatore

L =
q

∑
i ,j=1

aij (x)XiXj oppure ∂t � L

con coe¢ cienti aij Hölderiani, e disuguaglianza di Harnack invariante
per quest�operatore.

I Nel caso dei gruppi di Carnot:
Bon�glioli, Lanconelli, Uguzzoni [3] (2002) e [4] (2004); Bon�glioli,
Uguzzoni [5] (2004) e [6] (to appear).

I Nel caso di campi di Hörmander qualsiasi:
M. Bramanti, L. Brandolini, E. Lanconelli, F. Uguzzoni: Preprint 2006;
submitted [3] ; un annuncio dei risultati è apparso in: C. R. Math.
Acad. Sci. Paris., ser. I, vol. 343 (2006), 463-466 [2].

Marco Bramanti (Politecnico di Milano) Harnack parabolico subellittico Roma, 23 novembre 2006 11 / 85



Esistenza di una soluzione fondamentale per l�operatore

L =
q

∑
i ,j=1

aij (x)XiXj oppure ∂t � L

con coe¢ cienti aij Hölderiani, e disuguaglianza di Harnack invariante
per quest�operatore.

I Nel caso dei gruppi di Carnot:
Bon�glioli, Lanconelli, Uguzzoni [3] (2002) e [4] (2004); Bon�glioli,
Uguzzoni [5] (2004) e [6] (to appear).

I Nel caso di campi di Hörmander qualsiasi:
M. Bramanti, L. Brandolini, E. Lanconelli, F. Uguzzoni: Preprint 2006;
submitted [3] ; un annuncio dei risultati è apparso in: C. R. Math.
Acad. Sci. Paris., ser. I, vol. 343 (2006), 463-466 [2].

Marco Bramanti (Politecnico di Milano) Harnack parabolico subellittico Roma, 23 novembre 2006 11 / 85



I risultati raggiunti in questi lavori, complessivamente, riguardano:

I esistenza di una soluzione fondamentale localmente (cioè lontano dai
poli) C2,α e sue proprietà di base;

I stime gaussiane da sopra e da sotto per la soluzione fondamentale;
stime gaussiane da sopra per il modulo delle derivate (Xih, XiXjh, ∂th);

I disuguaglianza di Harnack (parabolica e stazionaria) invariante per
dilatazioni.

Nel caso dei gruppi i risultati riguardano sia l�operatore evolutivo che
quello stazionario.

Nel caso generale, si studia la soluzione fondamentale per l�operatore
di evoluzione, e si deduce Harnack in versione parabolica (e quindi
stazionaria).

Nel seguito di questa esposizione si presenteranno i principali risultati
di questo lavoro e si darà un�idea della linea dimostrativa seguita, con
particolare attenzione alla disuguaglianza di Harnack.
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Ipotesi e risultati

Sia H un operatore del tipo:

H = ∂t � L = ∂t �
q

∑
i ,j=1

aij (t, x)XiXj �
q

∑
k=1

ak (t, x)Xk � a0 (t, x)

dove X1,X2, ...,Xq sono campi vettoriali di Hörmander in un dominio
limitato Ω di Rn, i coe¢ cienti aij , ak , a0 sono (limitati e) dP -Hölderiani in
un cilindro C = (T1,T2)�Ω (�∞ � T1 < T2 � ∞), e la matrice faijg è
simmetrica e uniformemente de�nita positiva sullo stesso cilindro:

λ�1 jw j2 �
q

∑
i ,j=1

aij (t, x)wiwj � λ jw j2 8w 2 Rq , (t, x) 2 (T1,T2)�Ω.

Allora:
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Theorem (Soluzione fondamentale locale per H)

Per ogni dominio Ω0 b Ω, esiste una funzione

h : Rn+1 �Rn+1 ! R

tale che, ponendo C 0 = (T1,T2)�Ω0, si ha:

i) h è continua fuori dalla diagonale di Rn+1 �Rn+1;

ii) h (t, x ; τ, ξ) è non negativa, e si annulla per t � τ;

iii) per ogni �ssato (τ, ξ) 2 Rn+1, si ha

h(�; τ, ξ) 2 C 2,αloc (C
0 n f(τ, ξ)g), H (h(�; τ, ξ)) = 0 in C 0nf(τ, ξ)g;

Marco Bramanti (Politecnico di Milano) Harnack parabolico subellittico Roma, 23 novembre 2006 14 / 85



Theorem (segue)

iv) esiste T > 0, dipendente da Ω0, tale che per ogni (t, x) , (τ, ξ) 2 C 0,
0 < t � τ � T , valgono le seguenti stime:

c�1E (x , ξ, c�1(t � τ)) � h(t, x ; τ, ξ) � c E (x , ξ, c(t � τ)),

jXj (h(t, �; τ, ξ)) (x)j � c(t � τ)�1/2 E (x , ξ, c(t � τ));

jXiXj (h(t, �; τ, ξ)) (x)j � c(t � τ)�1 E (x , ξ, c(t � τ))

j∂t (h(�, x ; τ, ξ)) (t)j � c(t � τ)�1 E (x , ξ, c(t � τ))

dove

E (x , ξ, t) = jB(x ,
p
t)j�1 exp

�
�d(x , ξ)

2

t

�
e c è una costante positiva che dipende solo dai campi vettoriali Xi , le
norme di Hölder dei coe¢ cienti, il numero λ e i domini Ω,Ω0;
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Theorem (segue)

v) per ogni f 2 C α
0 (C 0) , la funzione

u (t, x) =
Z

Rn+1
h(t, x ; τ, ξ) f (τ, ξ)dτdξ

appartiene a C 2,αloc (C 0) e risolve l�equazione

Hu = f in C 0

vi) vale la seguente proprietà di riproduzione

h(t, x ; τ, ξ) =
Z

Rn
h(t, x ; s, y) h(s, y ; τ, ξ)dy ,

per t > s > τ e x , ξ 2 Rn.
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Theorem (Disuguaglianza di Harnack parabolica)

Supponiamo che H soddis� tutte le ipotesi sopra elencate; inoltre, sia
a0 � 0. Per ogni dominio Ω0 b Ω esiste una costante R0 > 0 tale che, per
ogni 0 < h1 < h2 < 1 e γ 2 (0, 1), esiste M > 0, dipendente solo da
h1, h2,γ,Ω,Ω0,λ, i campi vettoriali Xi e la norma di Hölder dei
coe¢ cienti, tale che per ogni (τ0, ξ0) 2 C 0 = (T1,T2)�Ω0, R 2 (0,R0] e
ogni

u 2 C2((τ0 � R2, τ0)� B(ξ0,R)) \ C ([τ0 � R2, τ0]� B(ξ0,R))

soddisfacente

Hu = 0, u � 0 in (τ0 � R2, τ0)� B(ξ0,R),

si ha
max

[τ0�h2R 2,τ0�h1R 2 ]�B (ξ0,γR )
u � M u(τ0, ξ0).
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In particolare, vale la seguente versione stazionaria:

Theorem (Disuguaglianza di Harnack per operatori stazionari)

Sia L come sopra, e sia R0 > 0. Esiste una costante positiva M = c(R0)
tale che per ogni ξ0 2 Rn, R 2 (0,R0] e ogni u 2 C2(B(ξ0, 3R))
soddisfacente

Lu = 0, u � 0, in B(ξ0, 3R)
si ha

max
B (ξ0,R )

u � M min
B (ξ0,R )

u.
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La linea dimostrativa: uno sguardo dall�alto
L�idea di base

La strategia che seguiamo per dimostrare la disuguaglianza di Harnack
parabolica è quella di Fabes-Stroock 1986 [2]. Ricordiamo qualche tappa
storica nella dimostrazione di Harnack ellittico e parabolico.

1956-1957, De Giorgi [1], [2]: hölderianità delle soluzioni
dell�equazione ellittica variazionale a coe¢ cienti L∞.

1958, Nash [2]: dimostra l�hölderianità delle soluzioni dell�equazione
parabolica ed ellittica variazionale, sfruttando opportune stime sulla
soluzione fondamentale dell�operatore parabolico. In appendice, lo
sketch della dimostrazione di Harnack parabolico.
1960, Moser [3]: nuova dimostrazione del teorema di De Giorgi;
1961, Moser [4]: dimostra Harnack (invariante per dilatazioni) per
l�equazione ellittica variazionale, e mostra che Harnack implica
l�hölderianità (ulteriore dimostrazione del teorema di De Giorgi), in
maniera �assiomatica� (in particolare, questa implicazione logica vale
anche se l�equazione è nonvariazionale -Harnack non variazionale,
però, sarà dimostrato quasi 20 anni dopo).
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1964, Moser [5]: Harnack parabolico (lo sketch di Nash non era
considerato su¢ ciente).

1978, Aronson [1]: dimostra la stima Gaussiana dal basso e dall�alto
per la soluzione fondamentale dell�operatore parabolico variazionale a
coe¢ cienti L∞, utilizzando Harnack parabolico (Moser 1964).

1979-1980, Krylov-Safonov [5], [1], [1] dimostrano Harnack (e quindi,
via Moser 1961, l�hölderianità delle soluzioni) per operatori ellittici
non variazionali a coe¢ cienti L∞.

1986, Fabes-Stroock [2]: per l�operatore parabolico variazionale a
coe¢ cienti L∞, mostrano come con la tecnica di Nash, messa a punto
grazie anche alle idee di Krylov-Safonov, si possano ridimostrare le
stime Gaussiane di Aronson direttamente (cioè senza usare Harnack),
da queste si possa ricavare un Harnack parabolico invariante per
dilatazioni (Nash-Moser), e quindi l�hölderianità delle soluzioni
(Nash), �invertendo così l�ordine cronologico in cui questi risultati
sono stati dimostrati storicamente�.
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Fabes-Stroock hanno messo in luce per la prima volta un nesso di
tipo �assiomatico� tra stime Gaussiane sulla soluzione fondamentale
di un�equazione parabolica e disuguaglianza di Harnack parabolica
invariante per dilatazioni, segnando una strada che può essere
percorsa anche in situazioni molto diverse. (v. anche il libro di
Salo¤-Coste 2002 [2] per l�illustrazione, nel caso degli operatori
uniformemente parabolici su varietà riemanniane, di queste relazioni
di tipo assiomatico). Ad esempio:

Kusuoka-Stroock, 1987 [3]: applicano le stesse idee (insieme però alle
tecniche probabilistiche del �calcolo di Malliavin�) nel contesto degli
operatori di Hörmander�∂t �∑q

i=1 X
2
i .

La stessa strategia generale di Fabes-Stroock è stata adottata da
Bon�glioli, Lanconelli, Uguzzoni per provare la disuguaglianza di
Harnack per operatori �parabolici� nonvariazionali modellati su campi
di Hörmander su un gruppo di Carnot.

La stessa idea è quella che abbiamo seguito in [3] nel caso generale,
cioè quando gli fXig sono campi di Hörmander qualsiasi.
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Lo schema di assemblaggio
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La linea dimostrativa: uno sguardo più da vicino. La
marcia di avvicinamento
1. Estensione a tutto lo spazio di un operatore modellato su campi de�niti localmente

Inizialmente, i campi vettoriali Xi sono de�niti (e soddisfano
Hörmander) in Ω � Rn; i coe¢ cienti aij , ak , a0 sono de�niti (e
soddisfano le ipotesi di Hölderianità ed ellitticità) nel cilindro
(0,T )�Ω.

Trattando di soluzioni fondamentali, è opportuno lavorare con un
operatore de�nito su tutto lo spazio.

Perciò estendiamo H a tutto Rn+1, in modo tale che, fuori da un
insieme compatto delle variabili spaziali, coincida con l�operatore del
calore classico, e quindi studiamo la soluzione fondamentale di questo
operatore prolungato, e proviamo per questo la disugugalianza di
Harnack.

Alla �ne del lavoro, si mostra come ritornare al nostro operatore
originario, deducendo risultati locali dai precedenti teoremi globali.
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Theorem
Sia Z = (Z1, . . . ,Zq) un sistema di campi vettoriali de�niti in un dominio
limitato Ω � Rn e ivi soddisfacente la condizione di Hörmander al passo
s. Allora, comunque presi dei domini Ω1 b Ω0 b Ω, esiste un nuovo
sistema di campi X = (X1,X2, ...,Xm) (m = q + n), de�nito in tutto Rn e
soddisfacente la condizione di Hörmander al passo s in tutto Rn; inoltre:

X = (Z1,Z2, ...,Zq , 0, 0, ..., 0) in Ω1;

X = (0, 0, ..., 0, ∂x1 , ∂x2 , ..., ∂xn ) in Rn nΩ0.

In�ne, se dZ ,dX , indicano le distanze CC indotte da Z in Ω e da X in Rn:

1 per ogni dominio Ω2 b Ω1, dX è equivalente a dZ in Ω2;

2 dX è equivalente alla distanza Euclidea in Rn nΩ;
3 dX soddisfa una condizione doubling globale:

jB (x , 2r)j � c jB (x , r)j 8x 2 Rn, r > 0.
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Con un uso opportuno di funzioni cuto¤ si prolungano poi anche i
coe¢ cienti aij , ak , a0, e si ottiene un nuovo operatore, che estende a tutto
lo spazio il nostro operatore di partenza, e ha queste proprietà:

I campi Xi sono di Hörmander in tutto Rn e costanti fuori da un
compatto; perciò il corrispondente operatore modello (a coe¢ cienti
aij costanti)

∂t �
m

∑
i ,j=1

aijXiXj

ha una soluzione fondamentale in tutto Rn+1 (per risultati generali di
Kusuoka-Stroock [2] o di Lanconelli-Pascucci [5]).

I campi inducono una distanza in Rn, e una distanza parabolica in
Rn+1, rispetto a cui la misura di Lebesgue è globalmente doubling.
I coe¢ cienti (variabili) aij , ak , a0 soddisfano le ipotesi (globali) di
Hölderianità ed ellitticità, con costanti controllate da quelle
dell�operatore originario. Inoltre, la matrice faijgmi ,j=1 ha la seguente
struttura:

A = faijgmi ,j=1 =
�
faijgqi ,j=1 0

0 In

�
.
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2. Soluzione fondamentale di operatori nonvariazionali a
coe¢ cienti Hölderiani, de�niti su tutto lo spazio
(E�questo il contenuto della Parte 2 del lavoro). Ponendo:

E(x , ξ, t) = jB(x ,
p
t)j�1 exp

�
�d(x , ξ)

2

t

�
, x , ξ 2 Rn, t > 0.

z = (t, x) ; ζ = (τ, ξ); η = (s, y).

si ha che esiste h (z , ζ) , continua fuori dalla diagonale, non negativa, nulla
per t � τ, tale che

h(�; ζ) 2 C 2,αloc (R
n+1 n fζg), H (h(�; ζ)) = 0 in Rn+1 n fζg 8ζ 2 Rn+1

e valgono le stime Gaussiane:

c(T )�1E(x , ξ, c�1(t � τ)) � h(z ; ζ) � c(T )E(x , ξ, c(t � τ)),

jXj (h(�; ζ)) (z)j � c(T ) (t � τ)�1/2 E(x , ξ, c(t � τ));

jXiXj (h(�; ζ)) (z)j+ j∂t (h(�; ζ)) (z)j � c(T ) (t � τ)�1 E(x , ξ, c(t � τ))

per ogni T > 0, z , ζ 2 Rn+1, 0 < t � τ � T .
Marco Bramanti (Politecnico di Milano) Harnack parabolico subellittico Roma, 23 novembre 2006 28 / 85



3. Alcuni risultati di supporto
De�niamo anzitutto il seguente spazio di funzioni:

De�nition
Sia U � Rn+1 un aperto. Indichiamo con C2(U) la classe delle funzioni
u (t, x) de�nite in U che sono continue in U nella coppia (t, x) e tali che
u(t, �) ha derivate intrinseche �no al second�ordine rispetto ai campi
vettoriali X1, . . . ,Xm continue (rispetto a x , per ogni t �ssato) e u(�, x)
ha derivata rispetto a t (per ogni x �ssato), continue, nei rispettivi domini
di de�nizione.

Theorem (Principio di massimo debole, v. [1])

Sia U = (0,T )�Ω un cilindro limitato in Rn+1. Se

u 2 C2(U), Hu � 0 in U, e lim sup
z!ζ, z2U

u (z) � 0 8ζ 2 ∂pU,

allora u � 0 in U.
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Theorem (Stime di Schauder per H, v. [1])

Per ogni dominio U 0 b U esiste una costante c (U,U 0) > 0 tale che per
ogni u 2 C 2,αloc (U) con Hu 2 C α (U) si ha

kukC 2,α(U 0) � c
�
U,U 0

� n
kHukC α(U ) + kukL∞(U )

o
.

Ricordiamo che l�esponente α è quello che compare nelle nostre ipotesi sui
coe¢ cienti di H.

Theorem (molli�catori su C β, v. [1])

Sia h (t, x , y) la soluzione fondamentale dell�operatore

H = ∂t � L = ∂t �
m

∑
i=1
X 2i ,

�ssiamo una funzione test positiva η 2 C∞
0 (R) tale che

R
η (t) dt = 1 e

poniamo

φε (t, x , y) = ε�1h (ε, x , y) η

�
t
ε

�
.
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Theorem (segue)

Per ogni β 2 (0, 1) , f 2 C β
�
Rn+1

�
sia

fε (t, x) =
Z

Rn+1
φε (t � s, x , y) f (s, y) dsdy .

Allora:
kfεkC β � c kf kC β

con c indipendente da f , ε;

lim
ε!0

kfε � f kL∞(Rn+1) = 0;

se aij soddisfa la condizione di ellitticità, allora aε
ij soddisfa la stessa

condizione, con costante di ellitticità indipendente da ε.
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Ci servirà anche il seguente lemma di compattezza:

Lemma

Sia fujg una successione limitata in C k ,β (U), per qualche intero positivo
k, qualche β 2 (0, 1), e U dominio limitato di Rn+1. Allora, esiste una
sottosuccessione ujh e una funzione u 2 C k ,β (U) tale che

∂mt X
I ujh ! ∂mt X

I u

uniformemente in U per ogni m, I con 2m+ jI j � k.
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Nel vivo della dimostrazione della disuguaglianza di
Harnack

La tecnica di Fabes-Stroock consiste nel dedurre Harnack dalle stime
Gaussiane per la funzione di Green del cilindro, stime a loro volta
dedotte dalle analoghe stime Gaussiane sulla soluzione fondamentale.

Per prima cosa dobbiamo quindi garantire l�esistenza della funzione di
Green.
Primo problema: per l�operatore H a coe¢ cienti Hölderiani,
l�esistenza della funzione di Green non è (ancora) garantita.
Perciò il primo passo è studiare la funzione di Green sotto l�ipotesi
(qualitativa) di coe¢ cienti regolari, e dedurre la disuguaglianza di
Harnack per operatori a coe¢ cienti regolari.
Poiché le stime sulla funzione di Green saranno dedotte dalle analoghe
stime sulla soluzione fondamentale, stabilite in precedenza, tutte le
costanti dipenderanno dai coe¢ cienti aij , ak solo mediante le loro
norme C α e la costante di ellitticità.
Mediante un passaggio al limite si otterrà Harnack nel caso non
regolare.
Ma...
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Secondo problema: anche per l�operatore a coe¢ cienti regolari, che è
ipoellittico e soddisfa le ipotesi della teoria classica sviluppata da
Bony [2], il cilindro che ha per base una sfera metrica potrebbe essere
un dominio irregolare per il problema di Dirichlet, per cui l�esistenza
della funzione di Green per questi domini rimane ancora problematica.

Lanconelli e Uguzzoni [2] hanno provato che una sfera metrica può
essere sempre approssimata (in un senso che preciseremo) da un
dominio regolare per il problema di Dirichlet (stazionario).
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1. Funzione di Green per operatori a coe¢ cienti regolari su
domini regolari

De�nition
Diciamo che un cilindro limitato

D = (T1,T2)�Ω � Rn+1

è H-regolare, se per ogni funzione continua ϕ sulla frontiera parabolica
∂pD = ([T1,T2]� ∂Ω) [ (fT1g �Ω),esiste una soluzione uϕ di

u 2 C∞(D) \ C (D [ ∂pD), Hu = 0 in D, u = ϕ in ∂pD. (3)

Diremo che un aperto limitato Ω � Rn è H-regolare se, per ogni T1 < T2,
il cilindro (T1,T2)�Ω è H-regolare.
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Per il principio di massimo, se D è un dominio H-regolare, per ogni z 2 D
�ssato, il funzionale lineare

T : C (∂pD)! R,

T : ϕ 7�! uϕ (z) con uϕ come in (3)

è continuo. Di conseguenza esiste una misura µDz (supportata in ∂pD) tale
che

uϕ(z) =
Z

∂pD
ϕ(ζ)dµDz (ζ).

Le misure fµDz gz2D sono chiamate misure H-caloriche. Poiché a0 � 0,
risulta µDz (∂pD) = 1.

Il primo passo è mostrare l�esistenza e le proprietà di base della funzione di
Green per un cilindro regolare R�Ω.
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Theorem
Sia Ω � Rn un dominio H-regolare. Allora esiste una funzione di Green
GΩ sul cilindro R�Ω, tale che:

1 GΩ è de�nita e continua (nella coppia di variabili) per z 6= ζ. Inoltre,
8ζ 2 R�Ω, G (�; ζ) 2 C∞((R�Ω) n fζg), e

H(G (�; ζ)) = 0 in (R�Ω) n fζg, G (�; ζ) = 0 in R�∂Ω.

2 Si ha 0 � G � h, e G (t, x ; τ, ξ) = 0 per t < τ.
3 Per ogni ϕ 2 C (Ω) tale che ϕ = 0 in ∂Ω e ogni �ssato τ 2 R, la
funzione

u (t, x) =
Z

Ω
G (t, x ; τ, ξ) ϕ(ξ) dξ, x 2 Ω, t > τ

appartiene a C∞((τ,∞)�Ω) \ C ([τ,∞)�Ω) e risolve

Hu = 0 in (τ,∞)�Ω; u = 0 in [τ,∞)� ∂Ω; u(τ, �) = ϕ in Ω
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Sketch della dimostrazione.
Poiché Ω è regolare, �ssato un qualsiasi cilindro D = (T1,T2)�Ω
possiamo porre

ΨD
ζ (z) =

Z
∂pD

h(η; ζ) dµDz (η), z , ζ 2 D,

in modo che GD (z ; ζ) = h(z ; ζ)�ΨD
ζ (z) risolva

GD (�; ζ) 2 C∞(D n fζg)
H(GD (�; ζ)) = 0 in D n fζg

GD (�; ζ) = 0 in ∂pD
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Per il principio di massimo (v. �gura)

si vede allora che

GD (t, x ; τ, ξ) = 0 se t � τ, GD (t, x ; τ, ξ) � 0 se t � τ.
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Ora consideriamo la successione Dn = (�n, n)�Ω e osserviamo che
(ancora per il principio di massimo)

GDn = GDn+1 in(Dn [ ∂pDn)�Dn.

Perciò è ben posta la de�nizione: G (z ; ζ) = GDn (z ; ζ), per
z 2 Dn [ ∂pDn, ζ 2 Dn.Inoltre, G risolve

H(G (�; ζ)) = 0 in (R�Ω) n fζg,G (�, ζ) = 0 in R�∂Ω.

De�niamo anche Ψ = ΨΩ ponendo

Ψ(z ; ζ) = h(z ; ζ)� G (z ; ζ)

(cioè, Ψ(z ; ζ) = ΨD
ζ (z) per ζ 2 D = (T1,T2)�Ω, z 2 D [ ∂pD).

Si tratta ora di dimostrare che Ψ è continua nella coppia delle variabili ;
questo implica la continuità di G fuori dalla diagonale di
(R�Ω)� (R�Ω).
(Omettiamo i dettagli; si usa ancora il principio di massimo). Questo
prova (1), mentre (2) segue subito dal principio di massimo e la
costruzione fatta.
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Per provare (3), si scriveZ
Ω
G (t, x ; τ, ξ) ϕ(ξ) dξ =

Z
Ω
h(t, x ; τ, ξ) ϕ(ξ) dξ�

Z
Ω

Ψ(t, x ; τ, ξ) ϕ(ξ) dξ

e si ragiona separatamente sui due addendi. Del primo si sa già tutto, per
la teoria sviluppata precedentemente su h (quell�integrale rappresenta la
soluzione del problema di Cauchy); il secondo si tratta sfruttando la
regolarità di Ψ: occorre provare che le derivate di Ψ fatte rispetto alla
prima variabile, non solo esistono, ma sono uniformemente limitate
rispetto alla seconda variabile. Questo fatto si basa sulle stime di Schauder
per l�operatore H ed altri risultati di regolarità.
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Una consguenza della formula di rappresentazione mediante la funzione di
Green è anche la proprietà di riproduzione, analoga a quella che vale per la
soluzione fondamentale:

Corollary (Proprietà di riproduzione per G)

Sia Ω � Rn un dominio H-regolare, e sia GΩ la funzione di Green
costruita come nel teorema precedente. Allora

GΩ(t, x ; τ, ξ) =
Z

Ω
GΩ(t, x ; s, y)GΩ(s, y ; τ, ξ)dy ,

per ogni t > s > τ e x , ξ 2 Ω.
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Ora particolarizziamo il discorso allo studio della funzione di Green di
cilindri aventi per base domini regolari che approssimano le sfere metriche.
Sarà per questi domini che proveremo le stime Gaussiane su G .

Lemma (di approssimazione con domini regolari, v. [2])

Per ogni ξ0 2 Rn,R > 0 e δ 2 (0, 1), esiste un dominio A = A(ξ0,R),
H-regolare tale che

B(ξ0, δR) � A � B(ξ0,R).

Fissiamo δ0 2 (0, 1), ξ0 2 Rn e R > 0.
La funzione di Green per H su R� A(ξ0,R) si deve pensare come il
sostituto naturale della funzione di Green sul cilindro R� B(ξ0,R). Per
questa funzione di Green vale il prossimo Teorema:
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Theorem

Sia R0 > 0, T > 1 e γ 2 (0, δ0). Allora:

GA(ξ0,R )(t, x ; τ, ξ) � c jB(ξ,
p
t � τ)j�1 exp

�
�cd

2(x , ξ)
t � τ

�
,

per ogni ξ0 2 Rn, R 2 (0,R0], x , ξ 2 B(ξ0,γR), and 0 < t � τ < T R2.

Per provare il teorema, si comincia a dimostrare una stima simile, sotto
un�ipotesi restrittiva sulla posizione dei punti (t, x) , (τ, ξ):

Lemma
Sia R0 > 0 e δ 2 (0, δ0). 9ρ 2 (0, 1), tale che

GA(ξ0,R )(t, x ; τ, ξ) � c jB(ξ,
p
t � τ)j�1 exp

�
�cd

2(x , ξ)
t � τ

�
,

8ξ0 2 Rn, R 2 (0,R0], x 2 A(ξ0,R), ξ 2 B(ξ0, δR), t, τ 2 R tali che
d2(x , ξ) < t � τ < ρR2.
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Dimostrazione del Lemma.
Sia

D = (τ � 1, t + 1)� A(ξ0,R).
Per questo dominio D, scriviamo la formula di rappresentazione (valida
perché (t, x) , (τ, ξ) 2 D)

ΨA(ξ0,R )(t, x ; τ, ξ) = ΨD
(τ,ξ) (t, x) =

Z
∂pD

h(s, y ; τ, ξ) dµD(t ,x )(s, y).
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(segue dim.)

Osservando (v. �gura) la posizione dei punti,

si vede che l�integrale è in realtà esteso a [τ, t]� ∂A(ξ0,R), ed usando la
stima Gaussiana da sopra per h:
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(segue dim.)

ΨD
(τ,ξ) (t, x) =

Z
∂pD

h(s, y ; τ, ξ) dµD(t ,x )(s, y)

� c(R0)
Z
[τ,t ]�∂A(ξ0,R )

E(ξ, y , c(s � τ)) dµD(t ,x )(s, y)

� c(R0) sup
0<r<t�τ

jB(ξ,
p
r)j�1 exp

�
� (δ0 � δ)2 R2

c r

�
dove nell�ultima ho maggiorato l�integranda usando il fatto che
d (y , ξ) � (δ0 � δ)R e (s � τ) < (t � τ). Inoltre, ricordo che
µD(t ,x )(∂pD) � 1.
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(segue dim.)
Ora scriviamo

GA(ξ0,R )(t, x ; τ, ξ) = h(t, x ; τ, ξ)�ΨA(ξ0,R )(t, x ; τ, ξ)

e usiamo anche la stima dal basso su h, per ottenere, poiché d 2(x ,ξ)
t�τ < 1:

� c jB(ξ,
p
t � τ)j�1 exp

�
�c d

2(x , ξ)
t � τ

�
�

�
�
1� c sup

0<r<t�τ

jB(ξ,Rpρ)j
jB(ξ,

p
r)j exp

�
c
d2(x , ξ)
t � τ

� R2

c(δ, δ0) r

��
per ρ abbastanza piccolo (ricordando che r < (t � τ) < ρR2).

� cE(x , ξ, c�1(t � τ))

"
1� c sup

0<r<t�τ

�
ρR2

r

�Q/2

exp
�
�R

2

cr

�#
� cE(x , ξ, c�1(t � τ))
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Dimostrazione del Teorema.
(I dettagli tecnici di questa dimostrazione sono faticosi, ne diamo solo
un�idea imprecisa). Nel Lemma precedente, si è dimostrata la stima
Gaussiana dal basso sotto le ipotesi del Teorema, più la restrizione
aggiuntiva d2(x , ξ) < t � τ < ρR2.
Per rimuovere questa restrizione, l�idea è: costruire una catena di punti di
Rn

x = x0, x1, . . . , xk+1 = ξ

(su un�opportuna curva subunitaria che congiunge x0 e ξ) tali che le
distanze d(xj , xj+1) e d(xj , ξ0) siano �abbastanza piccole�; de�nire
analogamente i punti

t = t0, t1, . . . , tk+1 = τ tali che tj � tj+1 =
t � τ

k + 1
per j = 0, . . . , k,

e poi usare ripetutamente la formula di riproduzione per la funzione di
Green G = GA(ξ0,R ), al modo seguente:
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(Segue dim.)

G (t, x ; τ, ξ) =Z
(A(ξ0,R ))k

G (t, x ; y1, t1)G (y1, t1; y2, t2) � � �G (yk , tk ; τ, ξ) dy1 � � � dyk

�
Z
B (x1,σ)

G (t, x ; y1, t1)G (y1, t1; y2, t2)dy1
Z
B (x2,σ)

.
Z
B (xk ,σ)

G (yk , tk ; τ, ξ)dyk

dove y0 = x , yk+1 = ξ, e σ = 1
4

p
(t � τ)/(k + 1).

Ora, si mostra che è possibile scegliere k e i punti xi in modo che ad ogni
fattore G (yj , tj ; yj+1, tj+1) (j = 0, 1, ..., k) sia applicabile, quando
yj 2 B (xj , σ), la stima Gaussiana dal basso:

G (t, x ; τ, ξ) � c(R0)�(k+1)
Z

∏k
j=1 B (xj ,σ)

k

∏
j=0

exp
�
� d (yj ,yj+1)

2

c(tj�tj+1)

�
jB(yj , c (tj � tj+1))j

dy1 � � � dyk

poiché d (yj , yj+1)
2 / (tj � tj+1) < 1
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(segue dim.)

� c(R0)�1 exp(�c(R0) k)
1

jB(x , cσ)j
k

∏
j=1

jB(xj , σ)j
jB(xj , cσ)j

� c(R0)�1jB(x , cσ)j�1 exp(�c(R0) k)
� c(R0)�1jB(x ,

p
t � τ)j�1 exp(�c(R0) k),

per come è de�nito σ. E questo, di nuovo per com�è stato de�nito k,
implica

G (t, x ; τ, ξ) � c(R0)�1jB(x ,
p
t � τ)j�1 exp

�
�c d

2(x , ξ)
t � τ

�
.
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Disuguaglianza di Harnack per operatori a coe¢ cienti
regolari
Mostriamo come dalla stima Gaussiana dal basso per la funzione di Green
di un �cilindro approssimato�, seguono due Lemmi, che congiuntamente
implicano la disuguaglianza di Harnack (nell�ipotesi qualitativa di
coe¢ cienti regolari).

Lemma (Riduzione dell�oscillazione delle soluzioni)

Siano R0 > 0 e γ 2 (0, δ0). Esiste una costante µ 2 (0, 1), tale che per
ogni (τ0, ξ0) 2 Rn+1, R 2 (0,R0] e ogni

u 2 C∞((τ0 � R2, τ0)� B(ξ0,R)) \ C ([τ0 � R2, τ0]� B(ξ0,R))

soddisfacente
Hu = 0 in (τ0 � R2, τ0)� B(ξ0,R)

si ha
osc

[τ0�γ2R 2,τ0 ]�B (ξ0,γR )
u � µ osc

[τ0�R 2,τ0 ]�B (ξ0,R )
u.
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Il Lemma dice che riducendo il cilindro di un fattore �ssato, l�oscillazione
della soluzione u sul cilindro (qui non si chiede che u sia positiva) si riduce
di un fattore �ssato:
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Proof.
Sia

D = (τ0 � R2, τ0)� A(ξ0,R).
Se u è come nell�enunciato, allora Hu = 0 in D. Sia

M = max
D
u, m = min

D
u.

Se poniamo w = u �m, anche Hw = 0 in D perché H non ha il termine
di ordine zero. De�niamo, in D, la funzione

v (t, x) =
Z
A(ξ0,R )

GA(ξ0,R )(t, x ; τ0 � R2, y)w(τ0 � R2, y) ϕ(y)d y ,

dove ϕ è una funzione cuto¤

B(ξ0,γR) � ϕ � A(ξ0,R).
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(segue dim.)
Per le proprietà viste della funzione di Green,8><>:

Hv = 0 in D,

v = 0 su ∂latD,

v(τ0 � R2, �) = w(τ0 � R2, �) ϕ in A(ξ0,R).

Allora per il principio di massimo,

v � w in D

e per ogni (t, x) 2 Dγ = (τ0 � γ2R2, τ0)� B(ξ0,γR) possiamo scrivere

w (t, x) � v (t, x) �
Z
S
GA(ξ0,R )(t, x ; τ0 � R2, y)

�M+m
2 �m

�
dy

dove
S =

�
x 2 B(ξ0,γR) j u(x , τ0 � R2) � (M +m)/2

	
.
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(segue dim.)
Sfruttando ora la stima Gaussiana dal basso dimostrata per G abbiamo

w (t, x) �
Z
S

c���B �x ,pt � τ0 + R2
����e�d (x ,y )

2/c(t�τ0+R 2)M�m
2 dy

� cjB(x ,R)j�1 M�m2 jS j
� cjB(ξ0,R)j�1 M�m2 jS j.

perché t > τ0 � γ2R2, quindi t � τ0 + R2 �
�
1� γ2

�
R2; qui si usa in

modo cruciale il �ritardo� introdotto restringendo il cilindro nel tempo.
L�ultima disuguaglianza invece segue dalla condizione x 2 B(ξ0,γR), che
rende jB(x ,R)j e jB(ξ0,R)j equivalenti, per la doubling.

Marco Bramanti (Politecnico di Milano) Harnack parabolico subellittico Roma, 23 novembre 2006 56 / 85



(segue dim.)

Ora, se jS j � 1
2 jB(ξ0,γR)j, otteniamo

min
Dγ

w = min
Dγ

u �m � c(M �m)

e quindi

oscDγ
u � M �min

Dγ

u � M �m� c(M �m)

= (1� c) osc
D

u � (1� c) osc
[τ0�R2 ,τ0 ]�B (ξ0 ,R )

u

perché A(ξ0,R) � B(ξ0,R). Se invece jS j < 1
2 jB(ξ0,γR)j, basta

applicare il ragionamento precedente a eu := �u, per cui si ha���eS ��� > 1
2 jB(ξ0,γR)j e osc eu = osc u.
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Lemma (Stima da sopra della media di una soluzione positiva)

Sia R0 > 0, h 2 (0, 1) e γ 2 (0, δ0). 9β > 0 tale che per ogni
(ξ0, τ0) 2 Rn+1, R 2 (0,R0] e ogni

u 2 C∞(B(ξ0,R)� (τ0 � R2, τ0)) \ C (B(ξ0,R)� [τ0 � R2, τ0])

che soddisfa

Hu = 0, u � 0 in B(ξ0,R)� (τ0 � R2, τ0)

si ha:

sup
σ>0, s2[τ0�R 2,τ0�hR 2 ]

σ jfy 2 B(ξ0,γR) j u(s, y) � σgj �

� βjB(ξ0,R)ju(τ0, ξ0)
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La disuguaglianza appena scritta (che è quella che si userà nel seguito)
sarà dimostrata come conseguenza della prossima, più trasparente:

1
jB(ξ0,R)j

Z
B (ξ0,γR )

u(s, y) dy � cu(τ0, ξ0) 8s 2 [τ0 � R2, τ0 � hR2].

In particolare, notiamo che u(τ0, ξ0) = 0 implica u � 0 in
[τ0 � R2, τ0 � hR2]� B(ξ0,γR).
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Dimostrazione.
(Simile alla precedente). Fissiamo s 2 [τ0 � R2, τ0 � hR2], sia
D = (s,∞)� A(ξ0,R) e de�niamo in D la funzione

w (t, x) =
Z
A(ξ0,R )

GA(ξ0,R )(t, x ; s, y) u(s, y) ϕ(y) dy ,

dove ϕ è una funzione cut-o¤ con B(ξ0,γR) � ϕ � A(ξ0,R). Allora:8><>:
Hw = 0 in D,

w = 0 su ∂latD,

w(s, �) = u(s, �) ϕ in A(ξ0,R).

e, per il principio di massimo, poiché u � 0 in A(ξ0,R)� (τ0 � R2, τ0), si
ha

w � u in [s, τ0]� A(ξ0,R).
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(segue dim.)

Usando la stima Gaussiana dal basso su GA(ξ0,R ), otteniamo

u(τ0, ξ0) � w(τ0, ξ0) �
Z
A(ξ0,R )

cu (s, y) ϕ (y)
jB(ξ0,

p
τ0 � s)j

e�d (ξ0,y )
2/c(τ0�s)dy

poiché τ0 � s � hR2 (qui si usa in maniera cruciale il �ritardo temporale�
tra s e τ0) e d (ξ0, y) � cR, quindi

d (ξ0,y )
2

(τ0�s) � c (indipendente da R)

� c
jB(ξ0,R)j

Z
B (ξ0,γR )

u(s, y) dy

� c
jB(ξ0,R)j

σ jfy 2 B(ξ0,γR) j u(s, y) � σgj

per ogni σ.
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Dai due Lemmi precedenti segue la disuguaglianza di Harnack,
esattamente come in Fabes-Stroock.

Theorem
Sia R0 > 0, 0 < h1 < h2 < 1 e γ 2 (0, 1). 9M > 0 tale che per ogni
(ξ0, τ0) 2 Rn+1, R 2 (0,R0] e ogni

u 2 C∞((τ0 � R2, τ0)� B(ξ0,R)) \ C ([τ0 � R2, τ0]� B(ξ0,R))

che soddisfa

Hu = 0, u � 0 in (τ0 � R2, τ0)� B(ξ0,R)

si ha
max

[τ0�h2R 2,τ0�h1R 2 ]�B (ξ0,γR )
u � M u(ξ0, τ0).
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Dimostrazione del Teorema.
(Anche questa dimostrazione è molto tecnica, ne diamo solo un�idea).
Fissati i parametri h1, h2,γ del Teorema, si sceglie il numero δ0 che
compare nei due Lemmi (che dice quanto bene approssimiamo la sfera
B (ξ0,R) con un dominio regolare) ; in funzione delle costanti dei due
Lemmi, si de�niscono (con valori ad hoc) due costanti K ,M > 1, e si
dimostra, per assurdo, che vale la tesi proprio con questa costante M (il
ruolo di K si spega fra un momento).
Si osserva anzitutto che u(τ0, ξ0) 6= 0, altrimenti si avrebbe u � 0 in
B(ξ0,γR) (come osservato dopo il primo Lemma) e la disuguaglianza di
Harnack sarebbe banalmente vera. Introduciamo la soluzione normalizzata

v =
u

u(τ0, ξ0)
.

Poiché per ipotesi u (e quindi v) è continua e quindi limitata in
[τ0 � R2, τ0]� B(ξ0,R), l�assurdo sarà raggiunto se proveremo che v è
illimitata.
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(segue dim.)
Per far questo, si costruisce induttivamente una successione di punti

(sj , yj ) 2 [τ0 � R2, τ0]� B(ξ0,R)

tali che
v(sj , yj ) � K jM.

Per l�ipotesi assurda esiste un punto
(s0, v0) 2

�
τ0 � h2R2, τ0 � h1R2

�
� B(ξ0,γR) in cui v(s0, y0) � M.

Si suppone ora di avere un punto (sj , yj ) in cui v (sj , yj ) � K jM, e si
mostra come costruirne un altro (sj+1, yj+1) tale che
v (sj+1, yj+1) � K j+1M. Di questo argomento, laborioso, diamo solo un
cenno per indicare come si utilizzano i due Lemmi.
La disuguaglianza

sup
σ>0, s2[τ0�R 2,τ0�hR 2 ]

σ jfy 2 B(ξ0,γR) j u(s, y) � σgj �

� β jB(ξ0,R)j u(τ0, ξ0)
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(segue dim.)
viene usata nella forma���y 2 B(ξ0,γ0R) j v(s, y) � σ

	�� � β

σ
jB(ξ0,R)j

con una scelta ad hoc di σ, per ottenere

β

σ
jB(ξ0,R)j <

��B(ξ0,γ0R)��
e poter quindi concludere che esiste un punto di B(ξ0,γ

0R) in cui
v(s, y) < σ. Sfruttando allora l�ipotesi induttiva v (sj , yj ) � K jM, si
ottiene che l�oscillazione di v su una certa palletta è maggiore di una data
soglia. Allora, per il Lemma sull�oscillazione, si ottiene una stima dal basso
per l�oscillazione su una palletta un po�più piccola, che consente di iterare
il discorso, e ottenere un punto (sj+1, yj+1) in cui v è maggiore di K j+1M.
Questo è il tipo di argomento con cui si prova Harnack, nel caso
regolare.
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Disuguaglianza di Harnack nel caso non regolare

Supponiamo ora che i coe¢ cienti aij , ak di H siano solo Hölderiani, e
approssimiamo H con operatori a coe¢ cienti regolari:

Hε = ∂t �
m

∑
i ,j=1

aε
ij (t, x)XiXj �

m

∑
k=1

aε
k (t, x)Xk ,

dove aε
i ,j e a

ε
k sono versioni regolarizzate di aij e ak come nel Teorema sui

molli�catori.
Ricordiamo ancora il risultato di approssimazione delle sfere con domini
regolari, in una forma più precisa che ora è cruciale:
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Lemma (Lanconelli-Uguzzoni [2])

8ξ0 2 Rn,R > 0 e δ 2 (0, 1), esiste un dominio A, Hε-regolare per ogni
ε > 0, tale che

B(ξ0, δR) � A � B(ξ0,R)
e con la seguente proprietà: per ogni cilindro limitato D = (T1,T2)� A e
per ogni ϕ 2 C (∂pD), se uε è la soluzione di�

Hεuε = 0 in D
uε = ϕ in ∂pD

si ha

juε(z)� ϕ(z0)j ! 0, per z ! z0, uniformemente in 0 < ε < 1, (4)

per ogni z0 2 ∂pD.
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Grazie a questo risultato, non è ora di¢ cile concludere la dimostrazione
della disuguaglianza di Harnack invariante, che riscriviamo:

Theorem (Disuguaglianza di Harnack parabolica)
Supponiamo che H soddis� tutte le ipotesi sopra elencate; inoltre, sia
a0 � 0. Esiste una costante R0 > 0 tale che, per ogni 0 < h1 < h2 < 1 e
γ 2 (0, 1), esiste M > 0, dipendente solo da h1, h2,γ,λ, i campi vettoriali
Xi e la norma di Hölder dei coe¢ cienti, tale che per ogni (τ0, ξ0),
R 2 (0,R0] e ogni

u 2 C2((τ0 � R2, τ0)� B(ξ0,R)) \ C ([τ0 � R2, τ0]� B(ξ0,R))

soddisfacente

Hu = 0, u � 0 in (τ0 � R2, τ0)� B(ξ0,R),

si ha
max

[τ0�h2R 2,τ0�h1R 2 ]�B (ξ0,γR )
u � M u(τ0, ξ0).
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Proof.
Sia u soluzione positiva di Hu = 0 in (τ0 � R2, τ0)� B(ξ0,R). Sia A
come nel Lemma di approssimazione uniforme, per un certo δ scelto
opportunamente in funzione dei nostri parametri; sia
D = (τ0 � R2, τ0)� A, e sia uε la soluzione del problema�

Hεuε = 0 in D
uε = u in ∂pD

Si mostra ora che uε converge localmente uniformemente a u; la
disuguaglianza di Harnack (che vale per uε) si trasferirà allora ad u.
Applicando a uε le stime di Schauder per Hε, sfruttando il fatto che per il
teorema sui molli�catori la costante nella stima è indipendente da ε
(perché dipende dalle norme di Hölder dei coe¢ cienti di Hε e dalla
costante di ellitticità di aε

ij , che sono controllate da quelle di H) e usando il
principio di massimo si ha che per ogni dominio limitato O b D,

kuεkC 2,α(O ) � c(O,D) sup
D
juεj � c(O,D) max

∂pD
juj .
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(segue dim.)
Per il teorema di compattezza in spazi di Hölder che abbiamo visto, esiste
v 2 C 2,αloc (D) che soddisfa Hv = 0 in D e tale che per qualche εk ! 0,
uεk ! v uniformemente sui compatti contenuti in D. Mostriamo che
v j∂pD = u. Per far questo scriviamo, per z0 2 ∂D,

jv (z)� u (z0)j � jv (z)� uεk (z)j+ juεk (z)� u (z0)j

e applichiamo il Lemma di approssimazione uniforme:

juεk (z)� u (z0)j < η purché d (z , z0) < ρ (uniformemente in εk )

mentre, per ciascuno di questi punti z si ha

jv (z)� uεk (z)j < η

per εk abbastanza piccolo (eventualmente dipendente da z). Quindi
v j∂pD = u, e per il principio di massimo per H concludiamo v = u in
D.
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(segue dim.)
In particolare, questo signi�ca che uεk converge uniformemente a u nei
sottoinsiemi compatti di D.
Ora applichiamo la disuguaglianza di Harnack (per operatori a coe¢ cienti
regolari) a uεk (notando che uε � 0 poiché ϕ � 0), con costante che, di
nuovo, dipende da Hε solo mediante quei parametri che sono controllati
dagli analoghi parametri di H, e quindi non dipende da ε.
Perciò si può passare al limite per ε ! 0, e si ottiene la disuguaglianza di
Harnack per u (a parte qualche complicazione tecnica -su cui non
entriamo- relativa alla scelta del cilindretto su cui applicare Harnack per
uε).
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La disuguaglianza di Harnack parabolica implica immediatamente
l�analoga versione stazionaria:

Theorem (Disuguaglianza di Harnack per operatori stazionari)

Sia L come sopra, e sia R0 > 0. Esiste una costante positiva M = c(R0)
tale che per ogni ξ0 2 Rn, R 2 (0,R0] e ogni u 2 C2(B(ξ0, 3R))
soddisfacente

Lu = 0, u � 0, in B(ξ0, 3R)
si ha

max
B (ξ0,R )

u � M min
B (ξ0,R )

u.

Si tratterebbe ora di mostrare come questi risultati si applichino a
operatori de�niti solo localmente, grazie ai risultati di estensione che
abbiamo visto. Non entriamo in questi dettagli.
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