Marco Bramanti

Sbagliando si impara...
...ma studiando si impara di pit

"L'errore & una verita impazzita"
G. K. Chesterton

Questi appunti sono idealmente un complementdad:li

M. Bramanti: Esercitazioni di Analisi Matematica 1, ed. Progetto Leonardo, 2011
nel seguito indicato cofES] , a cui si riferisconosgme Tutti noi, studiando matematica e
provando a fare esercizi, facciamo errori. Gli Brsono di vario tipo. Alcuni dipendono dal
puro esemplice non aver studiato (o non aver didigufficienza), e da questi errori non c'é
molto da imparare, se non il fatto che... bisognaliare. Altri errori invece mettono allo
scoperto il fatto che non si era capito a fonddapsa su cui pure ci si era soffermati con una
certa attenzione. E' in questi casi che "sbagliarsiloimpara”. Piu precisamente:
comprendendo l'errore fatto, si ha l'occasioneamnmrendere piu a fondo, e in modo "piu
definitivo" I'argomento in questione. Ma la comsieme dell'errore commesso avviene se c'é
un interesseda parte dello studente a comprenderlo, ed mevi@u facilmente se c'e
un‘occasione di rapporto col docente, che guidatgqusomprensione. Altrimenti, sbagliando
non si impara nulla, ma ci si allena a sbagliateean Purtroppo in universita, a differerenza
che a scuola, non ci sono occasioni frequenti iruoo studente discute personalmente col
docente sugli errori che ha commesso negli eseriper la mia esperienza raramente gli
studenticercano questi momenti.

In questi appunti, che inizio oggi a scrivere iradarma breve e, se saranno apprezzati,
potranno essere da me incrementati nel tempo, boolta, dai compiti scritti dei miei
studenti degli ultimi anni, una scelta di errogrsficativi per qualche motivo, e ricorrenti.
Non c'e alcun intento di deridere chi ha comme&soote, ma al contrario il tentativo di
comprendere, e portare a consapevolezza dellorgydie radici dell'errore. Spesso infatti,
come scrive G. K. Chesterton, "L'errore € una adantpazzita": un procedimento errato puo
nascere dal fraintendimento di un'idea correttdadanfusione di idee corrette o dall'agire
inconsapevole di un pregiudizio.

M.B.

Luglio 2011
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1. Numeri complessi

* Per risolvere un'equazione € meglio usare la fora algebrica o la forma
trigonometrica? Dipende dall’equazione! Raramente, pero, la seeitalifferente. Di solito,
se una delle due scelte funziona bene, l'altraaportin vicolo cieco.

Esempio 1.1(Andrea)

1. Numeri complessi. Risolvere la seguente equazione nel campo complesso, scrivendo
tatte le soluzioni (in forma algebrica o trigonometrica) e dicendo esplicitamente quante sono:

22 —(1+i)z=0. v
J—&.(u:.gj"..(.h;,‘}u-cwy.o V22t - ( +1i)Z T2 xrly

Y x row )V ~x® s sal oy 0 E'Q'(*‘(*;“)Q(’“:"‘Q)““‘3‘&*:""&-"0 o
Jn (M s - )%- tuaam oxie ks Oa(xt i dd s ol WA - Bl e ) ey
&i(}c“ +§an3~5—— St alix Sy le‘) XA M -4 o
L@J‘L SRRV RN TR )+ (Jan - 6Tt N e - )2 0
P LTI RS IV PR
Jo NEUVANLY xt.ﬁz» 31(5#_ K-y 10

Questa equazione si risolveva riscrivendola
V2t = (144)z

e poi scrivenda  in forma trigonometrica. (per daesetodo, v[ ES , cap. 1, §1.2.B, Esempi
1.9, 1.10). L'uso della forma algebrica, anche@e édi per sé un errore, porta in un vicolo
cieco,come ci si poteva facilmente aspettal@la presenza del terminé (& chiaro che
troveremo un sistema di due equazioni di 4° grado!)

Esempio 1.2(Giuseppe)

B

1. Numeri complessi. Risolvere la seguente equazione nel campo complesso, scrivendo
tutte le sotuzioni (in forma algebrica o trigonometrica) e dicendo esplicitamente quante sono:
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Questa equazione si risolve scrivende= = + iy e impostamdosistema di due
equazioni in due incognite (per questo metodd, 8|, Eap. 1, §1.2.B, Esempio 1.5). L'uso
della forma trigonometrica, anche se non € di parrserrore, porta in un vicolo cie@mme
ci si poteva facilmente aspettadato che il primo membro € somma ditre addendi, adjui
anche portandone uno a secondo membro, a primo roenmiane sempre unsomma di
numeri complessche in forma trigonometrica si esprime male.
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Commento. Lo studio degli esempi svolti (esercitazioni, eseario...) insegna a
riconoscere i tipi di equazioni adatti ad esseseltii con uno o l'altro dei metodi. Non basta
studiare in astratto I'esistenza di certi metodolttivi, e poi di volta in volta scegliere
"andando per tentativi": occorre anche studiarecaoncreto, per quali tipi di situazioni
ciascun metodo é adatto.

» Arrivare fino in fondo alla risoluzione, scrivendo le soluzioni in forma algebrica
(o trigonometrica). "Risolvere" un'equazione vuol dire determinarei iutiumeri complessi
che la risolvono, e "determinarli" vuol dire scrivan una delle forme che conosciamo:
algebrica, trigonometrica o esponenziale. Non dicseite esprimerli come soluzioni di
un'altra equazione o catena di operazioni.

Esempio 1.3(Davide).

1. Numeri complessi: Risolvere 1a seguente equazione nel campo complesso, scrivendo
tutte le soluzioni (in forma algebrica o trigonometrica) e dicendo esplicitamente quante sono:
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Piu che sbagliata, questa risoluzione e inconclokae il numeroy/—+/—9 — 2i , ad

esempio? Al primo passo occorreva scrivere che

Al secondo passo, occorreva determinare, per giasguquesti due numeri, le due radici
quadrate inC, ottenendo quindi le 4 soluzioni dell'equaziongijtte in forma algebrica o
trigonometrica.
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* Uso della forma trigonometrica per risolvere equazni.

Esempio 1.4(Bruno)

521“1 E 2:5 1. S

Il procedimento contiene vari errori. Cominciamad fiendo: il numerop € il modulo di
un numero complesso, quindi € un numero reale negativo qulREonep! =i non ha
alcun senso, quindi: se fosse stata dedotta cqragedimento corretto, dovremmo dire che
non ha soluzioni; in questo caso e il sintomo dptotedimento scorretto. Infatti

2’ = —iz non implicap® = pi !l

Occorre scrivere in forma trigonometrica il prodottiz che, essende-i un numero di
modulo1 e argomentéw , sara il numero di modulo rgoraentod + gw .(Per guesto
metodo, v| E§ , cap. 1, §1.2.B, Esempi 1.9).



3. Limiti

Limiti di funzioni e stime asintotiche

* A cosa tende la variabile?Tanti errori nel calcolo di limiti o stime asintotie
dipendono dal fatto di "perdere di vista" il valoaecui tende lar : ad esempio, si sta
calcolando un limite pet — +oco € si scrive una stima asintotica che é veracper0

Esempio 3.1(Davide).

1. Calcolo di limiti mediante il calcolo differenziale. Calcolare il seguente limite
facendo uso, se opportuno, anche degli strumenti di calcolo differenziale (Tecrema di De
L'Hospital e/o formula di Taylor/Mac Laurin).

Km arctanr — Z
z-1\ sin(%Z) - tan(xz) |
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Questo e un esercizio che richiedeva il calcoléetghziale, ma l'errore che vogliamo
discutere riguarda semplicemente le stime asiftetiblel primo passaggio
m
Ty
T
% T

fz) ~

Davide evidentemente sta pensando alle stime dgen@perz — 0 :

™ ™
sm( 2 ) ~ T ; tan(mx) ~ mx; arctam ~ x.

Il problema equi stiamo calcolando un limite per— 1, e queste stime non sono valide.
Inoltre: se fosse vero che— 0 , a numeratore non davie@ comunque scrivere

arctan: — =~ il
— =~ — .
4 4
Infatti perx — 0 si scrive semplicemente
arctam — — il
4 4

(i numeratore tende a una costante non nulla,igpgrassiamo scrivere che é asintotica a
guella costante). Seguiamo il resto dello svolgitnese la prima parte fosse corretta, Si
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tratterebbe ora di calcolare il limite di

3

e

T
1 7T£I)'

Dovremmo chiederci: limite per tendente a cosa?p&esiamo cher — 0 il limite e
infinito; se pensiamo che — 1 il limite e— . in entramixasi non c'e una forma di

indeterminazione. Davide invece prosegue, dopo apeplicato il teorema di De L'Hospital
(in modo scorretto, per varie ragioni in cui oranmentriamo), arriva ad un quoziente nel
guale finalmente sostituisce il valore= 1 (quindicsora legge a che cosa tendeva la ),
ottenendo un limite finito.

Commento.Al di la dei singoli errori, il punto chiave che mieme sottolineare é:

tutto il calcolo di questo limite e fatto senza e in mente”, senza chiedersi in modo
consapevole a che cosa tende:la

Questa e una fonte molto comune di errori neglicggiesui limiti.

Esempio 3.2(Giacomo).

-

4. Stime asintotiche e grafici locali. Dare una stima asintotica della funzione f(z) per
& — T, & tracciare, di conseguenza, il grafico qualitativo di f (z) in un intorno di & = xg.
Classificare questo punto (ciod dire se si tratta ad es. di un punto di cuspide, angoloso, di
flesso a tangente verticale, di discontinuitd a saito, di discontinuita eliminabile, asintoto
verticale...). Nota: l'esercizio chiede di tracciare il grafico locale e classificare il punto in
base alla sola stima asintotica.

( 24z _ l)sinz ,
PEA Koo f) TEer T 4 %

r - X ¢4 3
ST Al
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X, L m\\/gﬁmo ! T‘”HW& Nvﬁwﬁ

In questa stimax — 0. La stima asintotica(eQﬁ — 1> ~ 2\‘75 percio €& corretta, a
numeratore. Invece a denominatore Giacomo scrive
2T — 1 ~ 2%,
che perr — 0 e falso: addirittura, il 1° membro tende mentre il 2° tende & . La stima
corretta per — 0 @* — 1 ~ zlog2 . Da dove nasce l'errore? Probebiendal fatto che
2" — 1~ 2" perr — +oo .

Come nell'esempio precedente, anche qui "sottobitec'é il non pensare a che cosa tende la
variabilez .

Commento. Occorre fare attenzione a non memorizzare mecaaeic® certe stime
asintotiche come se fossero valide "in assolutohoe invece per: tendenteuam certo
valore.
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» Chiedersi a cosa tende la funzioné€osi come a volte si perde di vista a cosa tende
la z, altre volte si perde di vista a cosa tendihaione. Si fanno delicati passaggi di stime
asintotiche, che dovrebbero aggiungere informazppni precise a quelle che avevamo in
partenza e, per qualche errore banale, si finislecontraddire cid che sapevamo fin
dall'inizio. Ad esempio: so che una funzione termdeero, ma voglio stimarne la parte
principale; dopo qualche stima asintotica (contemenrori), arrivo ad affermare che... la
funzione non tende a zero. Se tenessi a menteheisapevo fin dall'inizio, mi accorgerei
dell'incongruenza e cercherei I'errore.

Esempio 3.3(Giovanni)

4. Stime all'infinito e asintoto obliquo. Dare una stima asintotica di f(z) per
z — + co; stabilire quindi se f possiede un asintoto obliquo, in caso affcnnauvo

determinandolo.
f(z) = v8x2 +3z2 +1 k
3 3 ,rl 35 B_. + — ™ Ly 1% -
ety 4 Do ?LK) = ll SH}(,{-\ 81( 9‘3) Ix 3\( -1 B’K

™Y, C'E ASuTeTo OBLIAVE

.;\}.‘L

v

Dalla forma analitica djf(x) e chiaro che per- +oco si haf(z) — +oco . Si tratta di
darne una stima asintotica (perché questo ¢ ilppasso per cercare I'asintoto obliquo, che é
cio che chiede l'esercizio). Giovanni comincia hexom i passaggi che ha imparato a fare per
mettere in evidenza I'andamento lineare della fumezi Arrivato a

A 3 1
~ 21+ — + —
f(z) x\/ + 8 + 83

dovrebbe concludere:
1) f(x) ~ 2z perr — +oo , dunque ha crescita lineare;
2) Allora occorre calcolare

T—+00 T—+00

lim [f(z)— 2z] =lim [2x€/1 + % + % — 237]

e quindi dare una stima asintotica di

3 1
2 1+—+—-1
x<\/+8x+8x3 )

per calcolarne il limite. Invece di applicare larst corretta,

(1+e(x)* — 1~ ae(xr) pere(x) — 0,
Giovanni si confonde a applica la stima (errata)

(1+&(2))" ~ ae(z) pere(z) — 0,
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trovando chef(z) — % . Quindf avrebbe un asintoto orizazientnon obliquo. Confondere
una formula puo capitare a tutti. Quello che nomrelmmo permettere che ci accada, pero,
che un ragionamento "raffinato” ci faccia perddreista una verita elementare: sappiamo fin
dall'inizio chef(z) — +oc , quindi non possiamo trovare gife) — §

Commento. Il tecnicismo dei calcoli non deve farci perderevidita la visione d'insieme
di quello che stiamo facendo. In questo caso, slev(per prima cosa) dare una stima
asintotica di una funzione di cui si vede subite t&nde a infinito (difatti la stima asintotica
non € fatta per calcolare il limite, ma come pripasso per determinare se c'e€ un asintoto
obliquo). Se la stima asintotica contraddice qudsto di partenzaleveesserci un errore.

* Nel calcolo del limite di una funzione, non sostitte ad un singolo "pezzo" il suo
limite.

Esempio 3.4(Diego).

3. Limiti di funzioni. Calcolare il seguente limite, riportando i passaggi in modo chiaro e

corretto:
(g O
z—rtoo \ 22 — B

s< (xS

x =) A
»?Lm'\ ( +QO%) 06 X

e © )@"'

(x-c,?o%’c)no . D L
e N x+£06X)"0 — %#i[) 4

st 20 4

e

Per il calcolo del limite, Diego usa correttamelitientita f¢ = e9°9/ . Dopo di che, con il
simbolo misterioso~ (mai introdotto nel corso) gastce I'esponente

x? + 3x z?
(x + logz) - Iog(x2 - 53;) con(x + loge) - Iog(;) (%)

che vale zero perché ora I'argomento del logarismannulla. Riflettiamo sulla situazione.
Perxz — +o0, I'esponentéz + logz) - Iog(fﬁgf) da una forma di indeterminaziene 0]

Il problema e stimare con quale velocita il 2° ¢aitt tende a zero, per sciogliere la forma di
indeterminazionePer far questo occorre usare la stima asintotidavote del logaritmo
guando il suo argomento tend& a , che in questodzas

o 22+ 3z x2 4+ 3z 1
9 x? — bx x? — bx '

Il passaggidx) , invece sostituendo a uno dei duerfat suo limite 0, ottiene ovviamente
un prodotto nullo, ma questo non e corretto: noss@mo, proprio in una forma di
indeterminaziongoo - 0]  oppur@®/0] , comportarci come seeumihe chetende a zero

fosseuguale a zera



10 M. Bramanti. Shagliando si impara... ma studiando si impara di piu.

Piu in generalenon possiamo, in una forma di indeterminazionetism® a uno dei
termini il suo limite.

Si tratta di un errore comune. Si osservi comdprstesso esercizio, un altro studente ha
effettuato, in modo diverso, lo stesso errore ctinake:

Esempio 3.5.(Fabio)l.

3. Limiti di funzioni. Calcolare i! seguente limite, riportando i passaggi in modo chiaro e

COoITetto:
i (x2+3m)(*+1°w
\ A
_ 0ooe _ .
(‘.«(‘»’-,‘_-,)K\(sc aPy- ﬂv ’,[(1*7}‘;\ (s;Qc\«“ﬂ [y g )
Q:/‘— O N v~ ‘ﬁ"j; BN Q/\" ol vl
\‘—5"';?0 R - \C\ Y %o '. - G -
(=) _
= s — ("L = 'ﬁ-
w —wto® T '
In questi passaggi, Fabio ha deciso 8lie 5/ valgsattamente zero, percio la

base vale esattamente , quindi il limite vale .eb®; siamo in presenza di una forma di
indeterminaziongl1*] , in cui la base tende a ma noguale al , e per risolvere il limite
occorre ricondursi a un limite notevole dedottada

10
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Limiti di successioni e stime asintotiche

e In un limite di successionenrz puod tendere solo-foo. Come nel calcolo di limiti
di funzioni, anche per le successioni & importamer ben presente a cosa tende la variabile.
In realtd & molto semplice: per una successiané n pyo tendere solo &cc . Facile, no?
Eppure...

Esempio 3.6.(Andrea).

3. Studiare la convergenza semplice e assoluta della seguente serie, giustificando le
proprie conclusioni con passaggi chiari e citando i criteri utilizzati,

f:sinn-sinE cos——1~—1
n=1 n \/H -

444
L{—XZ) = 5100 Sm-\% S A
=4 }\\n'{'@Qro\\e dwerge o v oo

{ ,
F@f cokernio el conkrerte

esinT etice

Questo esercizio riguarda una serie humerica,amaré che ci interessa ha a che fare con
la stima asintotica di una successione. Il primespggio € corretto: poiché — +oo, le
successionl/n, 1/,/n  sono infinitesime, percio & correttivere che

sin1 L e cosL 1 1
non \/ﬁ 2n
(per la verita, Andrea dimentica il segro , mader che ci interessa discutere e un altro).
Con questo arriviamo a

. 1
a, ~ —Sln 2—712
Ora pero Andrea scrive
: 1
sim - — ~ —
2n?2  2n

come se fosssinn ~ n. L'errore nasce dall'applicare meccanicamentetifaasasintotica
sinz ~ x, senza riflettere sul fatto che la nostra € la ahiie n che non tende a zero a ma
infinito.

Commento.La dimenticanza del fatto che la variabile (intpositivo) puo tendere solo
a+oo e abbastanza frequente.

11
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Esempio 3.7(Luigi)

b : . — "

3. Limiti di successioni. Stabilire se la seguente successione & convergente, divergente o
irregolare (nei primi due casi, precisandone il limite). Giustificare i passaggi citando i teoremi
utilizzati

_ cos(nm)

- log(sin%).

Lugi discute esplicitamente due casi: cosa sucpede — +oo e pern — 0 . Mar non
puo tendere a zero!

* Confronto di infiniti e stima asintotica di un prodotto. Nel calcolo di limiti di

funzioni o di successioni, abbiamo imparato a anthre infiniti di tipo diverso, ed
affermare ad esempio che

n? = o(2"); 2" = o(n!) ecc.
Molti ricordano correttamente questo tipo di confroma ne traggono delle conseguenze
improprie:

Esempio 3.8(Michael).

3. Limiti di successioni. Stabilire se la seguente successione & convergente, divergente o

irregolare (nei primi due casi, precisandone il limite). Giustificare i passaggi citando i teoremi
utilizzati.

2"nl
n'ﬂ.

| P o
N g ) m,u\[,mb/ Q\J;NJ/ i m)ﬁumw[ﬂ" an =
{’a- z{fwl"-’w\' G\\I ym‘f!ﬁ' h v o J i fL‘Mm'H'
P-&Y\&L%\hwb [,L:\l _Etﬂw H\T wm\{j" ' _
{ 2™t t p Ir 1 2" m\ m\ /I 1 L,’j A s - - "
M P ; e danan i .,__;' n — N vl o « ”
P A [ar\-. el oft_,"l‘__j‘l._aﬁ\w AN

1 A

Si osservino le stime:

2"n n! 1
~ — ~ — errate.
nn nn n"

Alessandro evidentemente parte da una conoscenzdtan

12
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tra2” en!, l'infinto di ordine maggioreré
ma ne trae la conseguenza

2"n! ~ nl, che e falso.

Analogamente, nel secondo passaggio parte dall@scenza corretta che
tran! en™ linfinto di ordine maggioreré’
ma ne trae la conseguenza

nl 1 .
— ~ —, che é falso.
nn n"

Questa successione andava studiata col criteriagdpbrto.

Commento. Occorre ricordare che menieesomma di infiniti di tipo diverso e asintotica
all'infinito di ordine maggiorecome nella stima

n2+2n ~ 2n’

lo stessonon vale per i prodotti, nei quali nessun fattore pud esseseurato. Si pensi
all'analogia numerica:

1.000.000 + 10 €& circa uguale a00.000 ma

1.000.000 - 10 non é circa uguale 4000.000.

L'errore segnalato é frequente:

Esempio 3.9(Alessandro).

3. Limiti di successioni. Stabilire se la seguente successione & convergente, divergente o
irregolare (nei primi due casi, precisandone il limite). Giustificare i passaggi citando i teoremi
utilizzati,

2"nl
p =

.nl"b
. PER LA & cop S B W
'cﬁ} , " f . i . i ‘& Gr:‘ﬂa‘cfc:rt?/ I_,bt;t:ﬂ.,\ EMA,{.-;[‘T—;! o pent
) £ % i@.ns ik >0 i R ( # ey b L T
= D e b .
n>ee g hoep v woRin)

PEREHE W e o
e N sevdes su 2 (T Bwivo i ediec ,s-m%;agé)

13
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Asintoto obliquo

* Gli asintoti obliqui non passano tutti per l'origine! L'errore piu comune nella
ricerca degli asintoti obliqui & ben illustrato gabssimo

Esempio 3.10(Marco)

4. Stime all'infinito e asintoto obliquo. Dare una stima asintotica di f(z) per
T — + o0o; stabilire quindi se f possiede un asintoto obliquo, in caso affermativo
determinandolo.

flz) = v8z8+ 322 +1

i 2x-zx w0 (O

}Q(}«\ Possi EDFE Uv Asiatad oLl.-quu Y: 2%

La prima parte del ragionamento & corretto: poiché

(=)

lim = 2,
r—+00 I
potrebbe esserci un asintoto obligue: 2z + ¢  ; ora dobbieahmolare
g=lim [f(z) - 2z].

E' qui che Marco commette un errore molto diffusmivendo:

g=Ilim f(x) —mz=Iim 2z — 2z =0.
r——+00

T——+00

Occorrevano invece i passaggi:

\g/H?)Jrl1 op L (31 oy, L _ 1
8z ' 81 T3 \Be TRd) T ke T W

Commento. Tecnicamente, l'errore € aver usato sgtima asintotica in una somma di
infiniti dello stesso ordine

flx) — 2z =2z

il fatto chef(z) ~ 2z non implica chexﬂrpoof(x) — 2z :IETOOQ.Q: — 2z,

Per la spiegazione dettagliata di questo fattonsamda ad ES, cap. 3, § 3.3 e §3.4.C.
Qui sottolineiamo il fatto chquesto tipo di ragionamento errato implicherebbe thitti gli
asintoti obliqui passino per l'originelnfatti ogni volta chef(z) ~ mx, ragionando come
sopra si troverebbe =0 . Invece, il limite ¢f(z)— mx] e seenpma forma di
indeterminaziong+oco — oo] , che va risolta con qualche dijgnite notevole.

Si consideri anche il prossimo esempio, piu elaoora

14



Cap. 3. Limiti 15

Esempio 3.11(Matteo Grossi).
rifare fotocopia

SISTEMA
Anche qui la stima asintotic&(x) ~ 3z & corretta, il problema nasce nel calcolo di

q :xL'Tw[f(J?) — 3.
In questo caso era
f(z) =3z = e +3x[e% — 1}
dove perr — +oo il primo addendo*i — 1, mentre il secondo
3z [eﬁ — 1]

e quello che da la forma di indeterminaziaxe 0 , studiato con la stima asintotica che
discende da un limite notevole dedottoeda

Sx[e% —1] ~ 3x

— 9,
X

e in totale si hg = 10. L'errore consiste nel dire

"poichéer1 — 1 J(z) —3x = eﬁ(?)x +1)-3x~3z+1—-3z=1"
dove, in una somma, si & sostituito il termine iteno limitel . E' come dire
3z [e% — 1} — 0 perché[e% — 1} — 0, falso

perché3x — oo , percio abbiamo una forma di indeterminmsza risolvere.

15



4. Calcolo differenziale per funzioni di una variabile

Derivata della funzione inversa

» Attenzione al punto in cui va calcolata la derivataUn errore diffuso nell'applicare
il teorema di derivazione della funzione inversaatenuto nel prossimo esempio:

Esempio 4.1(Davide).

5. Derivata della funzione inversa. Sia
f(@) = ze'l

1. Provare che f & invertibile nell'intervallo (—oo, 0).

2. Detta g 1a funzione inversa di f su questo intervallo, calcolare ¢’ (— 72;) ;

TS ESPS |
¥ o &% . & -
{w}«ef-&xiy,- 58+ (14 X320 XrOV>q
‘. W SR 4 N T/ N/
Lz 4 \' Fetndy’
T pz Pppes 4nn,
IHBJ/%) é?a'o_f.',-}_i) [ g%{n-}l@)
\ - K *
\L“__,.--—"""'-—--—- —_—
Dopo aver calcolato correttamenfdx) , per calcoyét(e%) Davide calcola% nel

punto—%. Invece il teorema dice:

1
g/(f(x())) = f’($o)
percio occorreva cercarg  per cuf @) = —% ; un momentssiervazione mostra che

xo = —2; di conseguenza

(o2 y_ 1
I\NVe) T T

dunque Iafunzion(%, andava calcolata in2 , non in\/lg

16



Cap. 4. Calcolo differenziale per funzioni di una variabile 17

Studio di funzione

* Per studiare il segno della derivata prima occor usare le tecniche corrette di
risoluzione delle disequazioni.Un errore comune nello studio di funzione é quello
calcolaref’(x) e poi... non sapere cosa farsene, nsbsghe non si € in grado di studiarne il
segno. La prima cosa da fare per risolvere la desggne f'(x) > 0 & riscrivere questa
disequazione in una forma opportuna, possibilmeatia forma "prodotto o quoziente di vari
termini (abbastanza semplici da saperne studiassegho) > 0 ", e poi studiare il segno del
prodotto a partire dal segno dei fattori, con Igota dei segni. Spesso invece l'espressione di
f'(z) viene lasciata scritta come una somma di ternt@rbgenei, e a quel punto non se ne sa
studiare il segno, o lo si studia in modo errato.

Esempio 4.2 (cercare ancora esempio opportuno)

SISTEMA

17



18 M. Bramanti. Shagliando si impara... ma studiando si impara di piu.

Teorema di De L'Hospital e formula di Taylor

» Sviluppi di MacLaurin: sviluppare i vari addendi in modo coerente. Quando nel
calcolo di un limite si cerca di determinare latpaprincipale di una somma mediante
sviluppi di MacLaurin, i vari termini vanno svilupp in modo coerente.

Esempio 4.3(Bruno)

1. Calcolo di limiti mediante il calcolo differenziale. Calcolare il seguente limite
facendo uso, se opportuno, anche degli strumenti di calcolo differenziale (Teorema di De
L'Hospital e/o formula di Taylor/Mac Laurin).

Sam X v X et < PO

w o !C‘____& sl ) Ve ]:;c‘h’)fa [é\jj- ﬂ“x’l ‘i’f}’&% (i _.,Q_K‘l‘) %}J -

Il limite da una forma di indeterminazione che Iaastruttura[(l —1)-§] . Bruno fa
correttamente la stima asintotica del denominateseyw ~ x> perxz — 0. Il problema & la
quantita tra parentesi tonde. E' chiaro che’i@ia ecthtendono a : per determinare la parte
principale dell |nf|n|teS|mc1(5';“ — ef”z) occorre sviluppargnuno dei due addendi, in modo
coerente. Bruno invece sostituisce la funmoﬁé dosuo limite 1, e poi stima
(1 — eIQ) ~ z2. Il secondo passaggio in sé & corretto, ma éogifrptimo, ossia la stima

sine 2 2\ .
(— — e ) ~ (1 — e’ ) eerrata.
X

Si capisce bene vedendolo dal punto di vista deglippi di MacLaurin:

- 1.3 3
Mot 2 IR EOT) (1 o(a?)) =

= (1 — %xQ + 0(x2)> — (1 + 22 + o(xQ)) = 22 (—é — 1) + o(xQ) ~ —g.
Dai passaggi precedenti si capisce che stiidfe — e”’) ~ (1 —¢”) ~ 2?2 ivalqua

sviluppare I'esponenziale al 2° ordine e la funeié'j;%7£ all'ordine zero, quindi sviluppare i
due addendi in modo incoerente, non bilanciato.

18



Cap. 4. Calcolo differenziale per funzioni di una variabile 19

e Sviluppi di Taylor: attenzione al ruolo del punto xy. Si consideri il prossimo
esempio, in cui per calcolare un limite per 1 é stato usato uno sviluppo di Taylor:

Esempio 4.4 (Marco)
1. Calcolo di limiti mediante il calcolo differenziale. Calcolare il seguente limite
facendo uso, se opportuno, anche degli strumenti di calcolo differenziale (Teorema di De
L'Hospital e/o formula di Taylor/Mac Laurin).
” arctanr — §
m| ————- |-
1\ sin(%) - an(rz)
covcl - _
1=d%c jx r(ﬂ - 5iw ‘LT.Ia-} .ilﬁg‘:: 53
- 15] 0 |,
4 P = ":_;f:!] |ﬁ@- o
) ] = b
w = N H N
xt i1 Poy = E Lob (T x| ,l fuy s T cos'en) + o)
G i -_—
=1 . — Iq[ '-*’ﬁTUTﬂ
=4 Fer= ot |
L{'j k_"...-ﬂ f _P“; = E s -0
=
N Fol = LI gin s !
1 ¢ A |
(et | :
. . e fanz Lo ot
w1 L
Z. |
i
_ =1 (k1)
el Xx= 1 j-' e T - _ 3 ’—\\\
PO | i g S e g
4 t 8 17 I

SISTEMA: rifare fotocopia, Marco Miari

Per calcolare questo limite sono stati usati sypiugi Taylor inxz = 1. Correttamente
sono stati percido calcolati i valori delle varieridate inx = 1, poi pero € stata usata la
formula errata

flz)=f)+ ff(Vz+ %f”(l):c2 + ... anziché

£ = F0) + () = 1)+ S W = 1+

e il risultato € ovviamente errato. Inoltre occarotare che lo sviluppo a termini successivi al
primo era utile solo a numeratore, dove c'e unansama denominatore, essendoci un
prodotto, e sufficiente determinare la parte ppat@ di ognuno dei due fattori, quindi uno
sviluppo al prim'ordine di ognuno dei due fattori.

L'esercizio si poteva fare piu semplicemente usan@gorema di De L'Hospital o ponend
xr=1+h e facendo poi il limite perh — 0, dopo aver usato opportune identita
trigonometriche per semplificare le funzioni.

19



20

M. Bramanti. Shagliando si impara... ma studiando si impara di piu.

Esempio 4.5(Sara)

1. Calcolo di limiti mediante il calcolo differenziale. Calcolare il seguente limite

facendo uso, se opportuno, anche degli strumenti di calcolo differenziale (Teorema di De
L'Hospital e/o formula di Taylor/Mac Laurin).

. arctanz — = o
alclwlf}(sin(!'f) -tan(:rx))’ L c']

ade(c) = 0 +4x +o© —21*_:2

&

3 U urne
Sﬂnc—gﬂ:o+ Tx o, o suiupo Slo boo 3 % po

ralbpliiats gor on Lo swlvpgs cllle Bugete

ta“‘j(ﬁ):o _wx p2zwr

2.
3
3 s e
- £ —E X -z ;
y IV ( M L . R SN | ,(1;3-&;":,_:;,;“
g — LB el
=he \E" % ) "-’fﬁ«f‘z’.’xs A,
&

¢ A2k —bx® 2 . ; 2 (12&—4’.:"7_5ﬁ)
- —. - e
* RPN L . roe 3\ 3 i

Per calcolare il limite sono stati usati sviluppMbcLaurin; poi il limite perr — 1 viene

calcolato sostituende = 1

negli sviluppi precedentinlovo, si e perso di vista il fatto che

se vogliamo usare degli sviluppi per calcolare imité per x — 1, occorrera scrivere

correttamente gkviluppi di Taylor centrati i = 1

Commento. Si faccia attenzione a come anche negli eserciZimiii che utilizzano il
calcolo differenziale ritorni la stessa ricorrefugte di errore che abbiamo visto negli esercizi
sui limiti del cap. 3non tener presente consapevolmente e in ogni fseattolo del limite

qgual é il punto a cui la variabile tende

20



5. Serie

Serie numeriche

» Confronti inconcludenti: se una maggiorante divergeo una minorante converge,
nulla si puo dedurre.

Esempio 5.1(Giacomo)

3. Studiare la convergenza semplice e assoluta della seguente serie, giustificando le
proprie conclusioni con passaggi chiari e citando i criteri utilizzati.

i1
Zmrm. Sin—| cos—=—1].
n V'

n=1

Lo ot (ent 1) | < feoat-

almm. omld (u%\é_; -1) .su/ fDW&n{»L)

e

Pttt /

Si deve studiare la convergenza semplice e assdiutga serie con termini a segno
variabile. Osserviamo la prima riga, in cui si s&uda convergenza assoluta. La prima
maggiorazione di per sé € vera, ma portera in ocolwicieco: il terminesin% , che in valore
assoluto € minore G})I e quindi aiuta la convergenesme maggiorato coh , che non aiuta la
convergenza: dunque si afferma una cosa vera pede troppa informazione.

Il secondo passaggio € una stima asintotica "qumaisetta”: in realta e

1 1
cCoOS— — 1| ~ —.
\/ﬂ on

A parte il fattore% che e stato trascurato, € warerbizzarro affermare che il valore assoluto
di qualcosa (che per definizione € non negativepsintotico a—}—)
La conclusione del discorso per0 contiene l'errprmcipale sui cui vogliamo far

riflettere: si afferma che
. 1 .
poiché|a,| < — , allora la serie non converge assolutam&ataretto!
n
Dal fatto che unanaggiorante diverga non si puo concludere nulla. {€osne non si puo

concludere nulla dal trovare una minorante convee)e Se al primo passaggio non si fosse
persa troppa informazione, e si fosse scrittaitaaspiu precisa

21



22 M. Bramanti. Shagliando si impara... ma studiando si impara di piu.

1 1 1
la,| < = —|cos—=— 1

Voo

ora si potrebbe concludere correttamente che, |paitério del confronto e del confronto
asintotico, la serieonverge assolutamente.

» Applicazione del criterio di Leibniz. La monotoniadi una successione non si puo
stabilire per confronto o confronto asintotico.

La convergenza di una serie a segni variabili noni uo stabilire per confronto
asintotico.

Esempio 5.2(Chunqi).

3. Studiare la convergenza semplice della seguente serie, giustificando le proprie
conclusioni con passaggi chiari e citando i criteri utilizzati. (NON & richiesto lo studio della

convergenza assolula),
i ( {(—1)"n + &;11111)
Lt n?]t)gn ’
'V'G S v
L—)’—}—”ﬁ—'“f hrkbe W, I ﬂh =) () &y
n= 4 ﬂm;g n neg ,ﬁ% s
M

4
9@6 % =00 &H“’%E}@ :h—f;‘ ~ 0
nd o h A L v dowpelk ?
]n_,-{g;é‘ﬁ .Nh_.a % “ﬂﬁ«%hé ” £ MM‘*’Q’"’C [
quanly oy & pomends devrasens & O

Ga

La serie viene studiata col criterio di Leibniz fpeiserie a segni alterni. Un primo errore
consiste nel fatto che questa sera puo vedersi come serie a segni altepnittosto, e la
somma di due serie di cui una a segni alternird@ segni variabili ma non alterni. Infatti:

(—=1)"n+sim < (-1)" sim
Z( n2logn ) N anogn +anlogq

dove la prima serie € a segni alterni e puo e¥fmttiente essere studiata col criterio di
Leibniz; nella seconda, invece, il termisien ~ fa 2 clsegni siano variabili, ma non alterni
(che significa: i pari positivi e i dispari negafie viceversa). La seconda serie va studiata col
criterio della convergenza assoluta (si considekalbre assoluto del termine generale, si
mostra che la serie converge assolutamente e gengplicemente).

22



Cap. 5. Serie 23

Veniamo al secondo errore. Supponiamo di doveiiateita serie a segni alterni

S+,

n2logn

Il problema e quindi garantire che la successione

(n+1)
n2logn

n:

tenda a zero monotonamente.
Si afferma che la serie converge per il criterid_€libniz, in quanto serie a segni alterni.
Chunqui scrive:

(n+1) n 1
n2logn  n2logn  nlogn

1
< — decresce monotonamente,
n

quindi a,, decresce monotonamente. Notiamo che ciasden passaggi scritti qui sopra e
vero,tranne la conclusione

dal fatto chea,, sia asintotico a oppure minore dalsuccessione che € monotona, non
segue che, stessa sia monotona

Esempio 5.3(Mattia)

3. Studiare la convergenza semplice e assoluta della seguente serie, giustificando le
proprie conclusioni con passaggi chiari e citando i criteri utilizzati,

.1 7
i sin + cos(nm)
——
n=1

STUBIG L ARGAENTD Siw & ()
DeELLh SERIE, ASSoluTANENTE i & %-!-cﬁ(uﬁ\
M
4 )
con(n ) 4

N = NON CoNVERGE AL LOLWTAHENTE,

= —_—

I
b'i— \hﬂ_l/}—"b f}‘_l/tﬂ’{f‘wu Catr ng’i AL

Lo 31\»010 SE"PLi(EﬂEUTE mc _L‘-mi can’

b }\ u/ub*-—
S G dl Q'T"""’_ T “MJ/
A ol + CmChTﬂ @[m‘t".’\ (—-'.\ ( \
W 1% Wil Saaal h
" / h

€ uhd Sene sesu\'\ alterm

Si -
sEome %@ e 1 SO fer wHreo e g Adacrzﬁceuta
1%

In
PER L CRITERNO DT LE\BNIZ 44 SERIE i PARTENZA ConNVEREE SEMPLICEMENTE
2

In quest'esempio, il termine generale di una sarisegni variabili viene dichiarato
asintotico a(—l)”% , che é il termine generale di unaseonvergente per il criterio di
Leibniz. Tutto vero, di nuovo, tranne la conclugonon possiamo dedurre che la serie di
partenze convergei osservi:
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24 M. Bramanti. Shagliando si impara... ma studiando si impara di piu.

1) La deduzione "poiché, ~ b, e > b, converge per il criterio di Leibniz, allora aec

> a, converge" é errata perché il criterio del confooasintotico vale solo per le serie a

termini di segno costante.
2) La deduzione "poiché, ~ b, @& € monotona, allgfa o@atona, quindi per il

criterio di Leibniz}"(—1)"a, converge" € errata perché lanotonia di una successione non

puo essere stabilita mediante quella di una successasintotica alla prima (come
nell'esempio precedente).
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6. Calcolo integrale per funzioni di una variabile

» Calcolo di integrali indefiniti per sostituzione: ricordarsi di tornare alla variabile
originaria.

Esempio 6.1(Armando)

Integrali definiti e indefiniti
Calcolare i seguenti integrali definiti o indefiniti (riportare ordinatamente tutti i passaggi
ed evidenziare il risultato finale).

5.
NA + %% wz Skt ch ik
i = [ =8 - § sk
j‘ mz, [:d..:m =Ch & . S?'bz/t_
A Sh%

== - (Ch & -~ é.-n- C

- SRk 3:?:;,5_

Z o dout W Q@g&p‘(

Il calcolo dell'integrale indefinito € ben impostaton la sostituzione standard con cui Si
tratta questo tipo di funzione irrazionale. Arrivalla primitiva —Cotht — ¢ + ¢, pero,
occorre ricordarsi che=  Sett8h , e ritornare allaabéle = originaria, cosa che Armando
non ha fatto. Trascurare questo passaggio finale @rrore ricorrente nel calcolo degli
integrali indefiniti.

* Integrazione di funzioni irrazionali: sostituzioni standard e scorciatoielLa teoria

insegna le sostituzioni standard con cui trattdirentegrali contenentiy/a2+22, /22 — a? ;
insegna anche che per una funzione razionale dilugaeste radici @>*! (potenza dispari)
esiste una sostituzione piu semplice: porre ugeitdeadice. (Sivedp ES, cap. 6, 8 6.1.E).

Il problema €& riconoscere i casi in cui Si puo asgwesta scorciatoia, e non usarla quando
invece non puo funzionare. Ribadiamo che questitaso®n si fa "per tentativi', ma
osservando la forma analitica della funzione.
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26 M. Bramanti. Shagliando si impara... ma studiando si impara di piu.

Esempio 6.2(Emanuele)

Integrali definiti e indefiniti

Calcolare i seguenti integrali definiti o indefiniti (riportare ordinatamente rutti { passaggi
ed evidenziare il risultato finale).
5.

[,

2 | ¥

/[-{-X{&::k’ JF:W ()[/X Q\Q\f

Wt Ve T
=T~ = — )}_’1@_4

Wc\m =t [/{.f.xa')x Cl/x::tn—

O W I g oS 1Y N
( T N T = § (k) (0 G2

1

La funzione irrazionale e del tipo che si tratta ¢@ sostituzionec = Sh . Poiché fuori

dalla radice c'¢ un termin€ , con espongate, la scorciatoiad = /1 + 22 non funziona.
Emanuele ha "provato” questa sostituzione, e difatt e arrivato a nulla.

Esempio 6.3(Gianluca)

Integrali definiti e indefiniti

Calcolare i seguenti integrali definiti o indefiniti (riportare ordinatamente tutti i passaggi
ed evidenziare il risultato finale).
5.

]' V1= 3:172fjﬂ

I
Il

Pougo  x= asiut &)
sdy= dcostdl

i 2,

¢ A (AL g TN

L Ay AT ___":___,._-—Mir He Vet 572 At =
J - L c}'\"\b Sw\t

5 B | - A SN,
i i - C . ! Sawt
| R oo | A—dem | sabdE o | dlg (it | . cosb ‘
" )u."ﬂt SL"‘E g_g(:‘t i

&)

L'integrale viene affrontato qui con la sostituzéapﬁx = sint, che e quella che serve in
generale per trattare la radiaél —3xz2 . Percio limpastez non & sbagliata; non tiene
conto pero della scorciatoia che in questo casossipile (e quindi éreferibile ) per la
presenza di una potenza €li a esponente dispani datla radice. Questo integrale si

risolverebbe piu facilmente ponende= /1 — 322 . Non avenddoviuesta scorciatoia,
Gianluca si riconduce al calcolo dell'integrale
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Cap. 6. Calcolo integrale per funzioni di una variabile 27

1 .

dove il secondo termine & banale, ma il primo norel il calcolo della primitiva dls}—n,
richiederebbe le scomode formule parametriche

2t 2dt
— 0, AT = ——.
1427 1+ ¢2

X .
t= tana, sinc =

Nell'ultimo passaggio, invece, forse sentendosiadrivicino alla meta”, Gianluca scrive una
primitiva errata, che non rispetta il teorema digezione della funzione composta.

Come spesso accade, un procedimento che non éshagfiato ma che non segue |l
percorso piu semplice suggerito dalla teoria, dav¢anticamera di un errore successivo.

Commento. Sottolineiamo ancora come la scelta della sostitigzpit opportuna non sia

I'esito di un tentativo fortunato, ma diudio della iaoe osservazionalella funzione da
integrare.
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